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Geometria differenziale. — Propriétés globales de l'espace de twisteurs. Nota di
Paoro pe Barroromess, Luca MicLiorini e ANTONELLA NANNICINI, presentata (*)

dal Socio G. Zarpa.

Asstract. — Global properties of twistor spaces. We study global properties of the twistor space over
an even dimensional conformally flat manifold, proving that the twistor space is Kihler if and only if the
manifold is conformally equivalent to the standard 2z-dimensional sphere (#>2).

Kev worps: Twistors; Kahler manifolds; Conformally flat manifolds.

Ruassunto. — Proprieta globali dello spazio dei twistori. Si studiano le proprieta globali dello spazio dei
twistori di una varieta conformalmente piatta di dimensione pari, si dimostra che tale spazio & kihleriano
se e solo se la varietd & conformalmente equivalente alla sfera 2#-dimensionale con la metrica standard
(n>2).

0. InTRODUCTION

Soit (M, g) une variété Riemannienne orientée de dimension 27 et soit
P(M, S0 (2n)) le fibré principal des répéres orthonormaux orientés de M.

On appelle espace de twisteurs de M le fibré Z(M) = P(M, SO (2#))/U(n); Z(M) est
donc un fibré de base M a fibre standard Z(z) = SO(2#)/U(#) et groupe structural
SO (2n). Soit r: Z(n)— M la projection de ce fibré; si xe M, on a:

Z,=r"'(x)={PeSO(T,M,g(x))|P=—'P, donnant I orientation fixée}

i.e. PeZ(n) représente une structure complexe sur T,p M, compatible avec la mé-
trique et 'orientation.

La connexion de Levi-Civita sur P(M, SO (2#)) permet de définir, en tout point
PeZ(M) la décomposition en composantes horizontales et verticales

T, ZM)=Hp®Fp, ou, si x=1(P): Fp=TpZ, ={Xeso(T,M, g(x))|PoX=—XoP}.

On peut alors définir sur Z(M) une structure presque complexe J de la maniére sui-
vante: si X € TpZ(M) et X=X, +X, avec X, e Hp et X, € Fp, 'on pose:

JIP1X=r'oPor,(X;) + PoX,.

On note tout de suite que J induit sur les fibres la structure Kihlerienne standard
de Z(»).
On a (cf. [3, 10]):

Prorosition 0.1.

1. J ne dépend que de la classe conforme de g.

(*) Nella seduta del 10 novembre 1990.
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2. J est intégrable si et seulement si: a) pour n=2, (M, g) est anti-auto-duale;
b) pour n>2, (M, g) est conformément plate.

3. Soit Uc M un ouvert et soit : U— Z(M) une section locale sur U, les faits
sutvant sont équivalents: a) o, comme structure presque complexe sur U est intégrable;
b) o(U) est une sous-variété presque complexe (locale) de Z(M); c) o(U) est une sous-va-
riété complexe (locale) de Z(M).

On peut définir sur Z(M) une structure presque Hermitienne, par rapport 2 J, G
de la maniére suivante: si X, YeTpZ(M) et X=X, +X,, Y=Y,+Y,, avec X,
Y, € Hp, X,, Y, € Fp, on pose G[P1=g[r(P)1(r.X;,r.Y;) +Z[P1(X,,Y,) ol g est la
metrique Kahlérienne standard sur Z(#).

On note tout de suite que:

1. G induit sur les fibres la structure Hermitienne standard de Z(»).
2. r: (Z(M),G)— (M, g) est une submersion Riemannienne 2 fibres totalment
géodésiques.

3. La classe conforme de G n’est pas un invariant conforme de M.

On a la proposition suivante (cf.[3]):

Prorosition 0.2. La metrigue J-Hermitienne G est Kiblerienne si et seulement si:
a) pour n=2, Kz =1I; b) pour n>2, R=1. R: A2 (M) — A% (M) étant lopérateur de
courbure de M, A> = A% @ A% étant (pour n=2) la décomposition spectrale par rap-
port d «.

En particulier donc, pour n>2, G est Kihlérienne si et seulement si g est la mé-
trique standard de la sphere §%".

Exampre 0.3. Soit (M, g) = (5%, std.), alors: Z(§*") = SOQRn + 1)/U(n) =
=50Q2n +2)/Un+1)=2Z(n+1)={PeSOQ2n+2)|P=~'P},

J et G sont les structures standard; si

*1 2n+1

§ = : Xous2 =0, Z =1
X2n+2 b=1

alors 7: Z(n + 1)— §?" est donnée par #(P) = Pe,, , ,: fibration de Penrose généralisée;
enfin: Z(1) = {P}; 2(2) =P (C); 2(3) =P*(C); Z(4) = Q.

1. UN RESULTAT PRELIMINAIRE GENERAL

On a la proposition suivante:

Prorosrtion 1.1. Pour toute variété Riemannienne (N, b) orientée de dimension

2n, il n'existe pas de fonction plurisousharmonique non constante sur Z(N).
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DeémonstraTiON. Pour toute variété presque complexe (5, J) on a:

#) 203X Y)=V-1 [XJY— Y -0 Y1 - Hrex, Y)}f

T étant le tenseur de Nijenhuis; si 'on calcule le tenseur de Nijenhuis T de J on ob-
tient en particulier (cf.[3]) que T est horizontal et 2 valeurs verticales, c’est-a-dire:
T[PIX,Y)=0 si XeFp, T[PI(X,Y) € Fp; donc si f: Z(N)—R est phirisousharmo—
nique, en particulier, elle est constante sur les fibres et donc f=A=2Aor pour
2 NoR;siXeTpZ, X=X, + X, ona: 0<\V—133£(X,JY) = V—183£(X,,]X,) +
+2V/—160f(X,,]X,) mais, d’aprés (#) \V/—183£(X,,JX,) =JX, (r. X;) /2 et donc
\/—_1 88f=0 entraine A= const. O

2. VARIETES CONFORMEMENT PLATES

On est intéressé a 'étude des espaces de twisteurs intégrables sur des variétés de
dimension 2#, avec #>2: on est donc ramené a I'investigation des variétés conformé-
ment plates. Voila quelques préliminaires sur les variétés conformément plates:

Dfrmvrmion 2.1, Une variété différentiable M de dimension 7 est dite confornzé-
ment plate si elle admet un atlas de coordonnées locales U = (U,, ¢,), ¢,: U, — 5™ tel
que, si U,n U, #0, alors ¢g0¢,': ¢, (U, N Up)— ¢4 (U, N Uj,) est un difféomorphis-
me conforme.

Bien stir, si 72> 2, il découle du théoréme de Liouville que ¢4 ¢!, sur toute com-
posante connexe de ¢, (U, N Up) est la restriction d’une transformation de Moebius de
S™ i.e. un élément du groupe O(1,7 + 1)/ £ I, agissant a gauche sur $” de la maniére
suivante: si

fa
A—L K]eO(l,m+ 1)
(et donc , EeR”*! ke R(m+ 1), aeR avec |[y|f =4* — 1; ‘K=4a&; ‘KK =1+ £%%)
alors Ly (x) = (n + Kx)/(a + (x,&)).

Derinrrion 2.2, Soit M une variété conformément plate: une metrique Rieman-
nienne g est dite compatible avec la structure conformément plate, si pour tout a,
¢.: (U,,8)— (87,std) est une application conforme.

On a

Prorosrrion 2.3. Soit M une variété simplement connexe, conformément plate de
dimension m = 3: alors il existe une immersion ®: M— 8™ qui est unique des transfor-
mations de Moebius prés et qui est conforme par rapport & toute métrique Riemannien-
ne compatible sur M.

I s’ensuit que, pour une variété conformément plate quelconque de dimension
m =3, on a 'immersion : M— §”, M étant le revétement universel de M; de plus, il
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existe un homomorphisme 7: 7; (M)— O(1, 7 + 1), dit la représentation d’holonomie
de la structure conforme, définie par la relation @ y = 7(y) o @. On a que ker (7) est un
sousgroupe normal de =; (M) et ® est définie sur M= Mfker (7), cCest-a-dire que si I'=
= 7, (M)/ker (z) alors:

1. M= ]OI/F;
2. T peut étre identifié avec un sousgroupe de O(1,72+ 1)/ £1.

En particulier donc, si l'on fixe sur M une métrique Riemannienne compatible g,
en la relevant a M on obtient: @: (M 2)— (8”,std) est conforme donc g=
= ¢% @*(std) = ¥ g, et, évidemment I" agit par des g-isométries et donc par des difféo-
morphismes gy-conformes.

Sim=2n,a niveau des espaces de twisteurs, on a la situation suivante (v. prop.
0.11.): Z(M) = Z(M) /F ot I' peut étre identifié avec un sousgroupe de AutZ(5%") =
=80 (21 + 2, C)/ % I; action réelle 2 gauche de SO (272 + 2, C) sur 3(5%*) = Z(n + 1) est
donnée par P— (A + BP)P(A + BP)™! A+\/_BeSO(2n+2 C.

D’aprés prop. 0.2 on a que Z(M) et Z(M) sont des variétés Kihlériennes.

Enfin, Paction induite par O(1,2#+ 1) sur Z(5?”) est donnée par 'immersion
01,28+ 1)-S0@2r+2,C)

L Y

3. RésuLTaTs sur Z(M)

Soit, dorénavant, (M, g) une variété Riemannienne orientée, de dimension 27
(n>2), conformément plate.

Soit B* la boule unitaire de R*” munie de la métrique euclidienne; alors, d’apreés
prop. 0.1 1., Z(B%*) est un modele local de Z(M).

La proposition suivante nous donne des informations sur la cohomologie des mo-

deles locaux de Z(M).

Proposrrion 3.1 Soit #>2 et soit U ¢ R*” un domaine tel quel H (U,R) = 0: alors si
O est le faisceau des germes des fonctions holomorphes sur Z(U) on a: H' (Z(U),0) =

DEMONSTRATION.

1. UsR” =8 —{p}: alors Z(U)=Z(n+1)—2%Z(n) e H(Z(rn+1)—
— Z(n),0) = 0 est une conséquence de la suite de cohomologie locale et du théoréme de
Bott sur les groupes de cohomologie des fibrés homogeénes. Il faut noter que, pour
n=2 on a dim¢ H' (P’ (C) — P!(C),0) = .

2. USR*: soit a € A% (Z(U)) avec da =0: on cherche fe €*(3(U)) telle que
8f=a; on va construire f en trois étapes:

a) puisque H'(Z(n),©0) =0 il suffit de considérer le cas a horizontale i.e.

a(X) =0 pour tout X vertical;
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b) si Pon fixe xo € U, on peut trouver « € A%!(Z(R?")) telle que: 7) @ =« sur
Zy 1) 82 =0, 7ii) a est honzontale on peut donc trouver b € C* (Z(R?")) telle que
9h=a; il sensuit que @) h= A=Aor pour A € C* (R*), v) a=[r*dn1>1

¢) on obtient donc que, sur Z(U), « = [#*(y)]1°! pour y € A* (U) et la condition

3 =0 implique dy =0: donc y=du et a=[r*(dw)]*' =[dx]>' =8a. O
En utilisant la prop. 3.1 on obtient
Proposition 3.2. dimgH> (Z(M)) = 1.

DimonsTrATION.
1. Le théoreme de Leray-Hirsch nous dit que:
H?(z(M),C) = H*(M,C) ® C, (Z(M)),

¢! (Z(M)) étant la premiére classe de Chern de Z(M) et donc il suffit de démontrer que
si ae H"(Z(M)) est de la forme a = r*a) pour 2 € H?(M,C), alors 2= 0.

2. Soit donc 2 € A2(M) telle que r*(2) = a + db pour a € AY1(Z(M)) et da=0;
soit U = {U;},¢; un recouvrement ouvert de M tel que, pour tout 7 € I U; est conformé-
ment équivalent a la boule B¥” de R?”; alors il existe, pour tout 7€ I, ¢; € A' (U)) telle
que dg; =a sur U; et donc a=d(r*(& ) — db=ds; sur r~ (U)).

3. Pour tout 7 € I on peut construire A; € C* (r~* (U,)) de telle facon que 33%; = a
sur # 1 (U): en effet, 5; = s> + s>1, avec 851° =0 et 35>! = 0; puisque r~* (U,) est bi-
holomorphiquement équivalent a Z(B?”), en employant la prop. 3.1, on peut trouver
£, b €@ (r"1(U)) telles que f; =s5-° et 8h;, =s>' et donc A;=h;— f; satisfait a
aéxi =g sur r 1 (U).

4. SiU;nU,#0, k, jel, alors 2;— A est pluriharmonique et donc constante
sur les composantes connexes de 7~ (U A Up): il sensuit que 8 A; = 7 est une (0, 1)-
forme globale et donc a = dn. O

Il faut noter que, bien que Z(B**) soit une variété Kahlérienne, d’aprés Diederich-
Pflug (cf.[4]) il n’existe pas de métrique Kahlérienne compléte sur Z(B?").
De la proposition 3.1 on peut deduire le résultat suivant:

TutoreMe 3.3 ([2]). Soit (M,g) une variété Riemannienne compacte connexe
orientée de dimension 2n, n>2: alors Uespace de twisteurs de M est Kihlérien si et
seulement si (M, g) est conformement équivalente & la sphere S*".

Le théoréme 3.3 généralise les résultats de Hitchin ([6]) pour # =2 (les seules va-
riétés compactes connexes orientées de dimension 4 ayant un espace de twisteurs Ka-
hlérien sont $* avec Z(5*) =P?(C) et P?(C) avec Z(P?(C)) =F; (C), variété de dra-
peaux dans C’) et étend ceux de Slupinski([12]) pour » =2k, £>1.

DémonsTRATION. Puisque dime H"!(Z(M)) =1, la premiére classe de Chern de
Z(M) est proportionelle 3 une classe de Kahler et donc, puisque ¢, (Z(M)) #0, en par-
ticulier k¢, (Z(M))>0 pour £€R; en considérant la restriction 2 une fibre, on a
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ke (Z(M))z, >0 et puisque on sait que ¢ (Z(M))|z, = A¢;(Z,) >0 on obtient £>0 et
donc Z(M) a une premiére classe de Chern positive.

On peut donc construire sur Z(M), en employant la solution de la conjecture de
Calabi, une métrique Kihlérienne a corbure de Ricci positive et par un résultat de
Kobayashi [8], on obtient que Z(M) est simplement connexe; les fibres étant conne-

, il s’ensuit que 7;(M)=0 et donc ¢: M—5*" est une équivalence confor- -
me. O

Remarque 3.4. F. Campana ([1]), par des méthodes tout 2 fait différentes a obte-
nu un résultat un peu plus fin, en remplagant '’hypothése Z(M) Kihlérienne, par I’hy-
pothése Z(M) biméromorphe a une variété Kihlérienne.

4. APPLICATIONS ET PROBLEMES

1. Le théoréme 3.3 permet de donner des nouveaux examples de variétés non
Kihlériennes, avec la possibilité d’en calculer la cohomologie; en effet si M et N sont
conformément plates alors M # N est encore conformément plate et Z(M # N) est non
Kihleriénne.

Encore, les variétés suivantes sont conformément plates:

/) S' X E avec Rg = Al
i) EXF avec Rp = =2l e.g. [P?”(R) # ... # P (R)]™, ("revétement d’orienta-
tion).

2. On peut considerer 'étude des variétés conformément plates de dimension
paire, en employant la richesse de la structure complexe de leurs éspaces de
twisteurs.

ProBLEMES.

1. Un des invariants fondamentaux d’une variété conformément plate compacte
est le signe de la courbure scalaire d'une métrique compatible: comment traduire ¢a
en propriétés complexes de son espace de twisteurs?

2. Quelles sont les variétés compactes conformément plates dont le revétement
universel (résp. d’holonomie) admet un espace de twisteurs possedant une métrique
Kihlérienne compléte?

3. Plus en général, quelles sont les ouverts Q c R*” telles que Z(Q) posséde une
métrique Kihlérienne compléte?

(Si Z(M) admet une métrique Kéahlérienne compléte on s’attend (courbure scalaire
de M) =0 et, (cf.[11]), donc M = M ¢: M—571—1 et 2 — ®(M) a dimension de
Hausdorff <»—1).

Questo lavoro ¢ stato svolto con il contributo del M.U.R.S.T. fondi 40% e 60%.
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