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Rend. Mat. Ace. Lincei 
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Analisi matematica. — Omogeneizzazione di un'equazione differenziale ordinaria 
avente struttura a scacchiera. Nota (*) di STEFANO MORTOLA e ROBERTO PEIRONE, pre
sentata dal Socio E. DE GIORGI. 

ABSTRACT. — The homogenization of an ordinary differential equation with a chessboard structure. In 
this Note we study the periodic homogenization for a particular ordinary differential equation. We study 
some properties of behaviour of the homogenized equation and, in some cases, we find its explicit 
formula. 

KEY WORDS: Homogenization; Rotation number; G-convergence. 

RIASSUNTO. — Si studia l'omogeneizzazione periodica di una particolare equazione differenziale ordi
naria. Si studiano alcune proprietà dell'equazione omogeneizzata e in certi casi se ne trova la formula 
esplicita. 

INTRODUZIONE 

In un lavoro del 1978 L. Piccinini ha trovato l'esistenza del limite per n—> <*> delle 
soluzioni yn dei problemi di Cauchy 

\y'n=f{nxynyn) 

\yn(x0) = a 

sotto opportune ipotesi per la funzione/, periodica nelle variabili x, y. Tale limite è da
to dalla 

(1) 3>oo = k{x-x0) + a 

dove k è una costante che dipende solo da / e si verifica che k = lim y1 (x)/x 
qualunque siano i valori di x0 e a. 

In particolare le ipotesi del teorema di Piccinini sono soddisfatte quando /verifica 
le condizioni seguenti: 

fa se [x] + M è pari 

[p se [xj + lyj e dispari 

con a,/3>0, dove [a] indica la parte intera di a. 
In questo caso la costante k che compare nella (1) è una funzione di <x,p che in

dicheremo con Y(OL, /3), avente una struttura piuttosto complicata che viene descritta in 
questo lavoro. I principali risultati sono: 

TEOREMA 1. La funzione y è continua, simmetrica e crescente (ma non strettamente) 
in entrambe le variabili. 

TEOREMA 2. Se e è un numero irrazionale, Vinsieme di livello yc = {(a,/3)|y(a,/3) = 
= e} della funzione y è grafico di una funzione strettamente decrescente; se e è un numero 

(*) Pervenuta all'Accademia il 3 agosto 1990. 
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razionale della forma pjq con p + q dispari, tale insieme di livello è ancora grafico di 
una funzione strettamente decrescente ed è una componente connessa di una curva alge
brica reale. Infine se e è della forma pjq con p + q pari, l'insieme di livello è una regione 
dotata di punti interni la cui frontiera è algebrica. 

Inoltre, per una opportuna classe di valori irrazionali di e della forma p + V'q con 
p, q e N gli insiemi di livello risultano componenti connesse di iperboli. Questo risulta
to permette in particolare di calcolare y per molte coppie (a, /3) di interi, per esempio 

si ha r(2,3) = l + V2 e r(3,4)=2 + V2. 
Inoltre la funzione y risulta un «valor medio» di a e /3 nel senso che y{<x, /3) è sempre 

un valore compreso tra a e fi, ma è una media assai irregolare: per ogni fissato valore di 
a la funzione /3—> y(a, fi) risulta avere infiniti intervalli su cui assume valore costante ed 
è costante quando a è sufficientemente grande. Mostriamo, a titolo esemplificativo, un 
grafico approssimativo del comportamento della funzione y(4/3,/3). 

3 -
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l * 

1.5 -
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a=4/3. l<b<8, 700 punti 

Ci troviamo di fronte ad un fenomeno che, in forme meno marcate, si è già presen
tato in altri limiti di problemi di calcolo delle variazioni e teoria delle equazioni dif
ferenziali: ad una dipendenza lineare del problema iniziale da alcuni parametri cor
risponde una dipendenza molto più complicata del problema limite (cfr. 
p.e.[ll,4]). 

Parte dei risultati esposti in questa Nota sono stati suggeriti da esperimenti nu
merici eseguiti dal primo autore, che desidera ringraziare Dvornicich, Traple e De 
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Giorgi per molte utili discussioni; tutte le dimostrazioni degli enunciati riportati sono 
dovute al secondo autore e appariranno in un prossimo lavoro. 

1. NOTAZIONI E RICHIAMI 

Richiamiamo la definizione di G-convergenza di equazioni differenziali ordinarie, 
seguendo [8,5]. Data una successione di equazioni differenziali 

(3) y' = fn(x,y) 

tali che i seguenti problemi di Cauchy 

\y' = fn(x>y) (Pn) 
[yM = a conxQyaeR, neNu{™} 

abbiamo una e una sola soluzione yn definita in R, diciamo che la successione (3) G-
converge all'equazione differenziale y' = f«>{x,y) se le soluzioni yn dei problemi di 
Cauchy convergono, nella topologia della convergenza uniforme sui compatti, alla 
soluzione del problema di Cauchy 

\y' = f«>(x,y) 

[y(x0) = a 

Noi siamo interessati ad un caso particolare, precisamente quando f„ (x, y) = f(nx, ny) 
dove / è definita da (2). L'equazione limite in questo caso è / = y(a,/3). 

OSSERVAZIONE 1.1. y(a,/3) = lim y{x)/x dove y indica una qualunque soluzione di 
y' = f(x>y)- Questo è una conseguenza del fatto che se yn è la soluzione di y' = fn (x,y) 

con y{0) = 0, allora y„ (x) = yx [nx)jn. • 

Consideriamo la funzione F: R—> R definita dalla condizione F(a) =ya{2) dove ya è 
la soluzione di y' = f(x,y) con y(0) = a. Grazie alla periodicità di / si ha che F è un 
omeomorfismo da R in R tale che F — Id è una funzione 2-periodica, e y(a,/3) = 
= lim Fn (a)/(2n) per ogni a e R, dove Fn indica la iterata /z-esima della funzione 

Perciò Y(OI,P) può essere anche interpretato come il numero di rotazione di F (ve
di [3]), e questo numero dipende dalla funzione F, in modo continuo rispetto alla con
vergenza uniforme. Usando questo fatto si ha subito la continuità dalle funzione y. 

OSSERVAZIONE 1.2. Alcune semplici proprietà della funzione y(a?i5) sono le 
seguenti: 

a) r(«,i8) = i / r («" 1 , r 1 ) 
b) y{l,P) = 1 per ogni /3> 0. (Infatti la soluzione di y' = f{x,y) con y{0) = 0 per 

a = 1 è y(x) = x). 

e) y(a,/3) = l s e a ^ l e j 3 ^ 1 . 

Risulta pertanto sufficiente studiare la funzione y quando a, /3> 1. • 



S. MORTOLA - R. PEIRONE 

2. ALCUNE PROPRIETà DELLA FUNZIONE y{oL>fi) 

Come abbiamo visto nel Teorema 1, la funzione 7 è crescente ma non strettamente. 

Il seguente teorema stabilisce in quali punti 7 è strettamente crescente. 

TEOREMA 2.1. Dato OL>\, la funzione fi-* y (a, fi) non è strettamenta crescente nel 

punto fi0 se e solo se y(a,fi0) =p/q con p,q dispari, primi tra loro, e p/q^a. • 

Vediamo ora una proprietà di «simmetria» di 7: 

TEOREMA 2.2. Sia n e N e <xe(l,n2 ) . Allora: y(n, a) + y(n, n2/a) = 2n. • 

La funzione fi->y{(xyfi) è definitivamente costante. Più precisamente vale: 

TEOREMA 2.3. y(a,fi) =2a— 1 se a e N, fi^oc2 e y(<x,fi) = 2 [ a ] + 1 se a $ N, 

/ 3^a ( [ a ] + l ) / ( a - [ a ] ) . • 

3. INSIEMI DI LIVELLO DI 7 CORRISPONDENTI A VALORI RAZIONALI 

Ora cerchiamo di studiare la natura degli insiemi yc per opportuni valori di e. 

Cominciamo con il caso più semplice, cioè quello in cui e € N. 

TEOREMA 3.1. Se n e N, allora y(a,fi) = 2n se e solo se n{l/a+ l/fi) = 1 e y(<x,fi) = 

= In + 1 se e solo se n/(ocAfi) + (n + l)/(« V/3) ^ 1 ̂  (» + l)/(« A fi) + »/(a v/3)- • 

Nel caso in cui e e Q si può ancora determinare esplicitamente l'insieme yc secon

do i due seguenti teoremi che generalizzano il precedente: 

TEOREMA 3.2. Se p e q sono interi positivi primi tra loro con p> q e p + q dispari, 

allora esiste un polinomio esplicitamente calcolabile P{a, fi) con coefficienti interi tale 

che y(a,fi) =p/qo(<x>fi) appartiene alla componente connessa dell'insieme P~l(0) con

tenente (p/q,p/q). M 

TEOREMA 3.3. Se p e q sono relativamente primi con p>q>0 e p + q pari, allora la 

tesi del precedente teorema è ancora valida pur di sostituire l'insieme P~l (0) con l'in

sieme {(a, fi)|P(a, fi) A P(fi, a) ^ 0 ^ P{a, fi) V P(fi, a)}. In questo caso l'insieme di livello 

yc è una porzione di piano dotata di parte interna e avente frontiera algebrica. • 

4. INSIEMI DI LIVELLO DI 7 CORRISPONDENTI AD ALCUNI VALORI IRRAZIONALI 

Nel paragrafo 3 abbiamo studiato l'insieme di livello della funzione 7 corrispon

dente a valori razionali. Ora vogliamo determinare tali insiemi di livello in corrispon

denza di alcuni valori irrazionali di 7. Al riguardo si è ottenuto il seguente 

TEOREMA 4.1. Se ke N \ { 0 } , z e Z \ { 0 } e oc, fi soddisfano la relazione (a - k)(fi — 

- k)=k2+ k/z allora y(<xyfi) = k + V ( « " k){fi - k). • 



-n)/2 

-n 

per n pan 

per n dispari 

per n pari 

per n dispari 

OMOGENEIZZAZIONE DI UN EQUAZIONE DIFFERENZIALE ORDINARIA ... V 

L'idea principale per dimostrare tale teorema consiste nel costruire una succes
sione xn divergente a 4- °° tale che y{xn) sia esplicitamente calcolabile, dove y(x) è la 
soluzione dell'equazione y' = f(x,y) tale che y(0) = 0 e calcolare il limite di y(x„)/xn. 
Tale successione xn è strettamente collegata allo sviluppo in frazioni continue periodi
co di y(a,/3). 

La successione xn è definita nel seguente modo: x„=v„ + en dove v0 = sign (z), V\ = 
= 0,vn=2kvn„1 + sign (z) vn-2 per n pari, ^ = 2|z| v„-x + sign (z) z^_2 per n dispari e 
ŝ  è la seguente successione infinitesima: 

nel caso z>0 

^ \-{«Nkrnl2 

£" [à-Hofr/kf-

e nel caso z < 0 

£"~{(-z/kr 
In corrispondenza di tale successione xn si può verificare che y(xn) segue la stessa 

relazione ricorsiva della successione v„, però con le condizioni iniziali y(x0) = 0, 
y(xi) = 1. 

OSSERVAZIONE 4.2. Sarebbe interessante sapere se la seguente congettura è corret
ta: se a, j3 e Q allora y(a,/3) € {/? ± ì/q\p,qe Q}. Alcuni sviluppi delle tecniche usate 
nella dimostrazione dei risultati di questa Nota potrebbero permettere di stabilire se 
tale congettura è vera o falsa. • 
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