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Calcolo delle variazioni. — Nuov: teoremi sulle funzioni a variazione limitata. Nota
di Dieco Parvrara, presentata (*) dal Socio E. De Grorar

AsstrACT. — New theorems on functions of bounded variation. The aim of this Note is to present some
connections between the classical spaces of functions of bounded variation and other classes of functions
whose variation is in some sense controlled, namely the GBV classes introduced by E. De Giorgi and L.
Ambrosio, as well as the classes BBV, LBV, GBV* defined in this paper. Proofs and further results will
appear elsewhere.

Key worps: BV functions; Sets of finite perimeter; Relaxation.

Ruassunto. — Vengono presentate alcune connessioni tra gli spazi classici delle funzioni a variazione
limitata ed altre classi di funzioni la cui variazione & opportunamente controllata, cio le classi GBV
introdotte da E. De Giorgi e L. Ambrosio, e le classi BBV, LBV, GBV* introdotte in questa Nota. Le
dimostrazioni dei risultati enunciati, insieme con altri dettagli, appariranno in un successivo lavoro.

In questo lavoro enunciamo alcuni risultati riguardanti alcune classi funzionali che
generalizzano la classe BV delle funzioni a variazione limitata (le classi GBV introdotte
in[7]) che sembrano utili nello studio di alcuni problemi variazionali e delle loro
possibili generalizzazioni (vedi[8], [4], [9], [5], e [6] per un’ampia panoramica di
problemi e congetture collegati): tali classi vengono introdotte mediante una proprieta
variazionale (cfr. Definizione 6) che si prova poi essere equivalente ad una proprieta di
tipo distribuzionale (Teorema 3).

Viene successivamente presentata una classe di funzioni a variazione limitata
particolarmente maneggevole (la classe BBV) costituita dalle funzioni limitate ed a
variazione limitata su un insieme limitato e di perimetro finito e le classi ad esse
collegate LBV e GBV*. Di tali classi enunciamo alcune proprieta che sembrano
interessanti, In particolare, segnaliamo i Teoremi 4 e 5, che legano le classi LBV agli
spazi classici BV delle funzioni a variazione limitata. Allo scopo di rendere piti chiara
Iesposizione, richiamiamo dapprima alcune proprieta delle funzioni vettoriali a
variazione limitata.

Le dimostrazioni dei risultati presentati in questa nota sono esposte nel lavoro [12].
Desidero ringraziare E. De Giorgi e L. Ambrosio per le numerose utili conversazioni.

Adottiamo le seguenti notazioni standard: B,(x) = {y e R":|x — y| <¢}, B, = B.(0),
$71=23B,, {-|') il prodotto scalare in uno spazio euclideo, (¢;) la base canonica di R”,
LR" R¥) = {w:R"— R, w lineare}, munito della norma

=/ S lwtea,

A(Q) la classe degli aperti A cQ, dove Q ¢ R” & aperto, B(Q) la classe dei boreliani

(*) Nella seduta del 10 marzo 1990.
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B ¢ Q, dove Q c R” ¢ aperto, A c c Q significa che A € A(Q), A & compatto e AcQ, yzla
funzione caratteristica di un insieme B, Id la funzione identita, Id(x) =x Vx, |B| la
misura di Lebesgue di un insieme misurabile B cR”, 9C, la misura di Hausdorff
k-dimensionale in R?, & € [0, 7], R =Rt U {=} la compattificazione di Alexandrov di
R*, || la misura variazione totale di una misura «, D il gradiente di # nel senso delle
distribuzioni, ¢® 5 per a€R”, beR* & definito da 2« ® b(%) = (4alE) b VEeR".
Denotiamo inoltre con CN la classe delle funzioni convesse 4 : £(R”, R¥) — [0, + ) tali
che: 90w) = 2d(w) V1> 0, w € LR”,R¥); 4(w) =0 se e solo se w = 0. Nel seguito Q
indica un sottoinsieme aperto di R”.

DermizionE 1 (cfr. [7]). Sia #:Q— R* una funzione boreliana. Per x € Q, z € R,
poniamo z = aplim#(y) (limite approssimato di # in x) se
y—x

2@ =lim B | glutx+ 9) dz
BP

per ogni funzione g:R*— R continua (e quindi limitata).
Se z € R* allora questa definizione coincide con quelle date in[10, 13] (vedi[2]).
L’insieme
S,={x€Q:non esiste aplimu(y)}

y—x
¢ un insieme boreliano, trascurabile rispetto alla misura di Lebesgue; si pud quindi

sempre scegliere una funzione # equivalente a # tale che #(x) = aplim«(y) per g.o.
x €. o

Derinizione 2 (cfr. [7]). Sia #:Q— R* una funzione boreliana, e sia v € $”71. Per
x €9, z€ R* poniamo z=tr" (x,#,v) (traccia esterna in x lungo v) se

f@=lm2B|" [ gwx+9)d

B,n{y:(ylv)>0}

per ogni funzione g:Rf—R continua (vedi[13] per una definizione equivalente);
definiamo anche la traccia interna come segue: tr™(x,#,v) = tr* (x, u, — v).
Osserviamo che le seguenti affermazioni sono equivalenti:
(i) z=aplimu(y);
e

(1) tr (x,%,v) =ttt (x,u,v) =z.

Inoltre, se esistono la traccia interna e quella esterna in un punto x € S, lungo due
direzioni v, v allora necessariamente v= £ v'.

DerinizionE 3 (cfr. [7]). Sia #: Q—> R* una funzione boreliana. Per x € '\ S, con
#(x) € R¥, diciamo che # & differenziabile in media in x se esiste un operatore lineare
Vu(x) € £(R”,R¥) (che & detto differenziale approssimato di # in x) tale che:

aplim |u(y) — (%) = [Va))(y — )| _ 0

P =
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Vale il seguente
TeoreMA 1. Siz u:Q— RF misurabile. Le seguenti condizioni sono equivalenti:

(i) Du é una misura di Radon su Q, |Du|(Q) <+ o;

(ii) inf{li?l)glf f&(Vu;,) dx, (w) c C1(Q), yy—>u q.0. in .Q} <+ VdeCN;
Q

(iii) inf{liirlionf fﬂ(Vu;,) dx, (wp) c C1(Q), p—> u Li,. .Q} <+ V48 e CN;
; .

(iv) inf{ligrignf J' (V) dx, (uy) c CHQ), up— 0 w— G)’(Q)} <+ VdeCN,
Q

dove wy,—u w—® significa che w, converge debolmente ad u nel senso delle
distribuzioni;

(v) sup {Qf <u

dove 9*%(z) = sup {(y|z) — 4(y),y € LR", R¥)}, e abbiamo posto w,= w(e);

> a,,jw]-> dx,w e C§(Q, LR RY)), 9*(w) = O} <+o VdeCN,
=1

(vi) sup{h'm sup f I(V(uxg,))dx,Ac CQ} <+ VIeCN, dove abbiamo posto
4

p.(x) =c"o(x/e) per 9eCFR"), ¢=0, fgp=1.

R’
Inoltre per ogni § € CN gli estremi inferiori in (ii), (iii), (iv), e gli estremi superiori in (v),

(vi) coincidono. Il loro comune valore sard denotato con f 3(Du).
Q

OsservazioNE 1. Notiamo che se esiste d, € CN tale che

[ 5Dy <+,
allora ¢

f&(Du) <+ o  per ogni 4 € CN.
Q

Per ogni funzione misurabile % : Q— R* e per ogni ¢ € CN la funzione d’insieme che ad

ogni A €A(Q) associa f 4(Du) pud essere estesa univocamente a B(€2) ponendo:
A

f (D) = inf{ f S(Du) BCAAe a(g)} ;
B A
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cosi estesa, la funzione

BH»JMDM
B

¢ una misura di Borel regolare che denotiamo ug ,. Inoltre, per # fissata, tali misure, al

variare di 4 in CN, risultano mutuamente assolutamente continue. La misura j |Du|
sara denotata |Du/|(B). B
Diamo ora la seguente

Derinizione 4. Sia % : Q — R* misurabile; diciamo che # & a variazione limitata in Q

(e BV(Q,RY) se ue L'(Q) e J'&(Du) < + o, Diciamo inoltre che # € BV},.(Q2,R*) se
Q
u € BV(Q',R¥) per ogni Q'ccQ.

Ricordiamo brevemente alcune proprieta delle funzioni BV; per ampie trattazioni
rinviamo per esempio a[10, 11], [13-15], e a [3] per alcuni recenti risultati strettamente
legati agli argomenti trattati in questo lavoro.

Sia u € BV(Q,R*). Allora per 9C,_;-q.0. x € S, esiste v € $*~! tale che esistono le tracce
interna ed esterna lungo v (cfr.[10, 4.5.9 (17), (22)]; d’ora in poi scriveremo #* (x)
(risp. # (x)) invece di tr*(x,u,v) (risp. tr™ (x,#,v)) quando non ci sia rischio di
confusione; inoltre esiste q.o. in Q il differenziale approssimato V. Ricordiamo anche
che un insieme E cQ si dice di perimetro finito in Q se

P(E,Q) = [ Dy < + .
Q
1l seguente risultato & analogo al Teorema in[7, §51, la cui dimostrazione ¢ data
in[1, §3].

TeOREMA 2. Sia u:Q—> R* misurabile, e sia 9 € CN; se J 3(Du) < + o, esiste un

insieme boreliano C,cQ con |C,| =0 tale che per ogni B € B(Q):

IH,1(B) <+  implica f 9(Du) =

CnB
f (Du) = fﬂVu dx + f&(v (ut —u))doC,_ + J’ (D) .
B 5,0B C.B

Inoltre, per ogni B € B(Q) vale Peguaglianza:
f 8(Vu) dx = inf f $(Du) : K compatto, |[K| =
B\K
Seguendo la terminologia introdotta in [7], chiameremo parte cantoriana di f (Du)

la misura B~ jﬁ Du).

C,NnB
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L’Osservazione 1 e il Teorema 2 ci consentono di dare la seguente

DeriNizione 5. Sia #:Q— R* misurabile, con f S(Du) <+ V4eCN. Sia
Q

0:0 X LR",R¥)— [0, + ©) una funzione boreliana tale che ¢(x,w) = Xo(x,w) per
ogni A>0, we £LR”,R¥), x€Q. Poniamo per ogni B € B(Q)

Du
BJ. @(X, DZ{) = BJ' @ (‘X: #(Dﬂ)) dH’&,y >

(dove Du/8(Du) denota la derivata di Radon-Nikodym di Du rispetto a uy,, €
I'integrale non dipende dalla scelta di ¢) ed anche:

[otx.cDm = [ ox,Du,
B

C,nB
I'insieme C, essendo quello identificato nel Teorema 2.

In[7] sono state introdotte le classi GBV delle funzioni a variazione limitata
generalizzate. Per richiamarne la definizione, iniziamo col porre, data g:Q X R*—
— [0, + %) continua e con supporto compatto

F,(v,Q) = Jg(x, v)|Vo| dx
g

per ogni v € C!(Q,R¥); poniamo inoltre, per ogni #:Q— R* misurabile

Fy(u,Q) = inf {lim inf F, (15, 2), @) ¢ C'@,R",5,—>u g.o. in Q}.

DerNizIONE 6 (cft. [7]). Sia #: Q— R* misurabile ed A € @(Q X R¥); diciamo che «
¢ una funzione a variazione limitata generalizzata in A (x € GBV(Q, A)) se Fg (,Q)< +
per ogni funzione continua non negativa g con supporto compatto contenuto in A.

Il seguente Teorema fornisce una caratterizzazione delle funzioni GBV, ed ¢ uno
dei principali risultati che presentiamo in questo lavoro.

TEOREMA 3. Sia u: Q — R¥ misurabile, e A € A(Q X R¥). Per ogni funzione lipschitzia-
na ¢:Q X R*—> R, denotiamo con V¢ il gradiente rispetto alle ultime k variabili; allora
u € GBV(Q,A) se e solo se per ogni ¢ € Lip (Q X R*), con supp (V, ¢) compatto contenuto
in A, la funzione oo (Id,u) appartiene a BV, (Q).

OsservaziONE 2. Come caso particolare del Teorema 3, otteniamo il seguente
enunciato: # € GBV(Q,Q X R) se e solo se Ya> 0 risulta [(—a)V (u N\ a)] € BV}, (Q).

Altre classi funzionali strettamente legate alle funzioni BV sono presentate nelle
seguenti definizioni.

Derintzione 7. Sia #:Q—RE e sia EcQ tale che: (i) diam(E) < + o;
(i) P(E,R") <+ o, (iii) x € E=>aplim yz(y) = 1.
y—x
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Poniamo # € BBV(E), o equivalentemente E € BBV(x) se, posto

u(x)={u(x) se xeE
F 0 se x € R\ E

risulta #z € BV(Q,R*) N L* (Q,R%).
Dernizione 8. Sia #:Q—R* ed EcQ; poniamo #e LBV(E) se esiste una
successione (E;) di sottoinsiemi di Q tale che:

%n—l(E\ U E}]>=O, E P(E;”R”)<+°°, ueBBV(Eb) VheN.
b=1 h=1

Se u € LBV(E) poniamo anche E € LBV(x).

OsservazIONE 3. Le funzioni LBV ereditano alcune proprieta delle funzioni BV; in
particolare, se # € LBV(E) per 3(,_;-q.0. x € S, N E esistono le tracce interna ed esterna
tr* (x, u,v), tr” (x, #,v) lungo un’opportuna direzione v(x) ed inoltre « & differenziabile
in media q.o. in E.

Possiamo ora estendere la definizione 5.

DernizioNE 9. Sia #:Q—> R* misurabile e sia ¢:Q X £(R”,R¥)— [0, + ®) una
funzione boreliana tale che o(x, Aw) = Ap(x,w) per ogni >0, we LR",R*), x€Q.
Poniamo per ogni B € B(Q)

BnE

[ o(x, CDu) = sup{ f o(x,CDu); E € BBV(u)} )
B

Siamo ora in grado di presentare alcune connessioni tra le classi appena introdotte e
gli spazi classici BV, BV)... Valgono infatti i seguenti risultati.

TeoreMaA 4. Sia u:Q—R*, ue LBV(Q); se

0] + [ [Vl dx+96,,(5) + [ |CDu| <+
Q Q

allora arctan (u) € BV(Q).
TeEOREMA 5. Sia u:Q—RE. Allora ue BV(Q) se e solo se ue LBV(Q) e

[l + Vil dsc+ [ u* = |36, + [ |CDu <+ 0.
Jo} S, Q

Un’altra generalizzazione delle funzioni a variazione limitata & presentata nella
seguente

DermizioNe 10. Sia #:Q—>R* misurabile ed A e@(Q X R*. Diciamo che
ue GBV*(Q,A) se per ogni funzione ¢:Q X R*—R lipschitziana con supporto
compatto contenuto in A risulta che ¢ o (Id, #) appartiene a BV(Q).
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In[7] ad ogni funzione misurabile #:Q—> R* erano stati associati gli insiemi
GBVamb (#) c 2 X R* e GBV dom (x) c Q; nello stesso ordine d’idee, poniamo

GBV*amb (1) = |J {AcQxR*:ue GBV*(Q,A)},
GBV* dom () = {er Caphm (v,4(y)) c GBV*amb ()},

essendo

C- aphm u(y) n {K c R aphm o(u(y)) =0 per ogni ¢ € C(R)

con supporto compatto contenuto in R¥N\ K} .

Osserviamo che

C-aplim #(y) = {aplim u(y) }

y—x y—x
se quest’ultimo esiste e che se esistono le tracce interna ed esterna in un punto x € S,
risulta
C- aphmu () ={u"(x),u" (x)}.

Notiamo anche che, a differenza del caso GBV, & sempre vero che ue
€ GBV*(Q, GBV* amb ()). Inoltre, per ogni compatto K cQ si ha

K GBV*dom (#) € LBV ().
Vale anche il seguente risultato.
TeorEMA 6. Se u e GBV*(Q,Q X R¥) e
f |Vu| dx + f |CDu| + 3€C,_1(S,) < + o
Q Q

allora u € LBV(Q).

Le classi GBV* in generale sono chiaramente piti ampie delle classi GBV, ed in
particolare GBV(Q,Q X R) # GBV*(Q,Q XR); si ha d’altra parte I'eguaglianza
GBV(2,0 X R¥) = GBV*(Q,Q2 X R¥), per £ =2, come conseguenza del Teorema 3 e del
fatto che il complementare di un compatto in R* ha una sola componente connessa
illimitata per £=2; nel caso £=1 si ha invece il seguente

Teorema 7. Se ue€ GBV*(Q,Q XR) e

[ \Valdx+ [ |CDul +9¢, (S0 <+,
Q Q
allora uwe GBV(Q,Q XR).

Lavoro parzialmente finanziato da un progetto nazionale di ricerca.
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