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Analisi matematica. — Iterati di operatori differenziali singolari e funzioni ultradif
ferenziabili. IL Nota di CRISTIANA BONDIOLI, presentata (*) dal Corrisp. E. MA-

GENES. 

ABSTRACT. — Iterates of singular differential operators and ultradifferentiable functions. II. This.Note is 
the continuation of a previous paper with the same title. Here we prove that the map 'X associated with 
the transmutation operator of the singular operator P is an algebraic and topological isomorphism bet
ween the spaces g^(P) and g^. 

KEY WORDS: Singular differential operators; Ultradifferentiable functions; Transmutation operators. 

RIASSUNTO. — In questa Nota, che è il seguito della Nota I dallo stesso titolo, si dimostra che l'applica
zione *X, legata all'operatore di trasmutazione associato all'operatore singolare P, è un isomorfismo alge
brico e topologico tra gli spazi g^ (P) e g^. 

INTRODUZIONE 

La presente Nota fa seguito alla Nota I dallo stesso titolo, alla quale si rinvia per 
definizioni, notazioni, premesse e bibliografia (v. pp. 293-299). 

Dopo avere definito per lo spazio g i (P) una topologia di limite induttivo di una 
successione regolare di spazi di Banach, si considera l'applicazione *X ristretta allo 
spazio §Ì(P). Questa applicazione, strettamente collegata all'operatore di trasmuta
zione associato a P (cfr. Lions [7]), è stata introdotta, come applicazione da (D* in sé, 
da K. Trimèche in [13], dove viene dimostrato che, a meno di una costante, *X è la 
composizione della trasformazione di Fourier generalizzata associata a P con l'inversa 
dell'usuale trasformazione di Fourier. Senza utilizzare questo teorema, dunque senza 
fare riferimento al risultato finale della Nota I, si prova qui che t X trasforma g i (P) in 
g i ed è un isomorfismo algebrico e topologico tra questi due spazi. 

3. - Per i seguenti richiami si fa riferimento dapprima a [13] e successivamente 
a [8]. 

Sia £,v dotato della topologia della convergenza uniforme su ogni compatto delle 
funzioni e di ciascuna delle loro derivate. 

Per ogni operatore 

(3.1) P=(A(x))-lD(A(x)D)-q(x) = D2 + ((2« + l )x _ 1 + C {x){C{x))-l)D-q{x) 

con A, C, q, a come in (1.1), esiste uno e un solo operatore di trasmutazione X di S* in 

sé tale che 

(3.2) PX? = XD29, V9eS,v 

(cfr. [7, Ch. XII, Th. 1.1]). 

(*) Nella seduta del 14 giugno 1990. 
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Sia X' : £* —> SL l'operatore trasposto di X. Indicata con 7} la distribuzione associa
ta alla funzione/, si ha che, per ogni 9 e Q*, la distribuzione X' TA? (A come in (3.1)) 
è definita da una funzione di (DVf, denotata con *X<p (cfr. [13, 6, Th. 6.2, Th. 6.4]). 
In [13] K. Trimèche studia in dettaglio *X come applicazione da <D* in sé. Nel segui
to si ricorderanno di volta in volta le proprietà di lX utilizzate nelle dimostrazio
ni. 

Lo spazio §s delle funzioni di Gevrey di ordine s viene usualmente dotato di una 
topologia di limite induttivo. Precisamente, per K compatto di R, per A > 0, sia 

§k A = {? e gJ | supp 9 ç K ed 3 r > 0 tale che Vk e N sup |D*p(x)| ^ yAkkV]. 

Lo spazio §K,A c o n la norma 

„ „ |0*pMl 
l ly | lsb=^psup . 

risulta uno spazio di Banach. Si dà allo spazio gJ la topologia di limite induttivo degli 
spazi §S

KA al tendere, in modo monotono, di K verso R e di A verso + °° (cfr. [8, Ch. 7, 
1.2]). 

In modo analogo procedo per lo spazio gi(P). Per R, L > 0 sia 

g i R,L(P) = {/e g i (P)| supp/ç [-R,R] ed 3 c > 0 tale che 

V£eN sup | P V M | ^ L 2 * ( 2 £ ) ! * } 
xe[-R,R] 

con la norma 

\PkfM\ 
( 3 3 ) H/ lk iM(P)=SUp SUp 2* s . 

kNxe[-R,R] L^(2 /è ) ! 5 

È allora naturale dotare g* (P) della topologia di limite induttivo degli spazi g i R>L (P) 
al tendere, in modo monotono, di R e L verso + °°. 

4. - Mi propongo ora di dimostrare che Papplicazione *X è un isomorfismo algebri
co e topologico tra g* (P) e g i . 

Sia g i R}L = g[-R,R],L n £* • 

LEMMA 4.1. Sia f€<§x>R>L(P); allora, Ve>0, /X/eg^5_R(1 + £rL e l'applicazione *X è 
continua tra questi due spazi. 

DIMOSTRAZIONE. Poiché: V£eN, D2kotX=tXoPk e VR>0 3MX > 0 tale che 
V9 e Q^ con supp 9 ç [ - R,R] sup |'Xp(x)| ^ À ^ sup |ç>(x)| (cfr. [13, Th. 6.4]), 
V£ e N^si ottiene: * e ™ x e ™ 

(4.1) sup I ^ ^ X / M l ^ M ! sup |PVM|^M1 |^| |g^L(p )L
2^(2^)!-. 

Per il teorema di Lagrange, esiste x0 e]0,x[ tale che D2/H1 'X/(x) = xD2^2 'X/(x0), 
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da cui, usando (4.1), si ricava 

sup \D'k+ìlXf(x)\^RM1\\f\kRL(PìL
2k+2(2k + 2)V. 

Poiché, V s > 0 3ct >0 tale che VkeN 2k + 2*kc,{l + e)2k+l, si ottiene 

(4.2) sup \D2k+l*XAx)\ ^ cs
zRMxL\\f\\^RLÌP) ((1 + e)sL)2k+1 (2k + 1)!<. 

X6[-R,R] 

Dunque, da (4.1) e (4.2) segue che Ve>0 3M£ > 0 tale che VkeN 

sup |D^X/(x)|^Mj|/|yRL(P)((l + erL)^!% 
xe[-R,R] 

cioè 'X /eg ; > J U 1 + £ ) , L e 

(4-3) ll '3C/lk^u^ ! S M . l l / lkw(P)-

Essendo 'X lineare, da (4.3) segue la sua continuità. 

Poiché, per ogni R>0, *X è un automorfismo algebrico e topologico dello spazio 
costituito dalle funzioni di Q* con supporto in [— R, R] (cfr. [13, Th. 6.4]), in mo
do simile si verifica il seguente 

LEMMA 4.2. Sia 9 e §ik)R>A ; allora, Ve > 0, ('X)-19 e g i R^I+^A (P) e l'applicazione 
('X)-1 è continua tra questi due spazi. 

DIMOSTRAZIONE. Dalla continuità di ('X)"1 segue che esistono J3>0 e ^ e N tali 
che V9 € ÓXV con supp 9 ç [—R,R] valga: 

sup i C x r V M l ^ sup sup |D*p(x)j. 

Poiché, V k N , ('SO""1"!)2* = P*°('3C)"1, per 9egi>R>A si ottiene: 

sup. " I P ^ W ^ M I ^ B sup sup | D 2 ^ 9 ( x ) | ^ 

Poiché Ve > 0 3 ^ tale che (2k 4- k)k ^ c£ (1 + e)2i:, procedendo come nella dimostrazio
ne del Lemma 4.1 si arriva alla conclusione. 

Dai Lemmi 4.1 e 4.2 si deduce il seguente 

TEOREMA 4.1. L'applicazione 'X :g ì (P ) -*g ì è un isomorfismo algebrico e 
topologico. 

DIMOSTRAZIONE. 'X: g i (P)—> g ì è lineare e iniettivo, perché tale da ®* in sé; per 
il Lemma 4.2 risulta pure suriettivo. 'X è pure continuo: g ì (P) = ind lim g ì RL(P) e 

R,L->+°° ' ' ' 

dunque la continuità di *X da gì>R,i(P) in g ì , assicurata dal Lemma 4.1, implica la 
continuità di 'X da g ì (P) in g ì . 

Procedendo allo stesso modo per ('X)-1 si arriva alla conclusione. 
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OSSERVAZIONE 4.1. Poiché, V9 e ®*, vale 2tfcp = &0
(Xcp (cfr. [14, Ch. 4, IV. 3]), si 

ha che lX differisce solo per una costante dall'isomorfismo tra g i (P) e g i considerato 
nella Nota I. Si osservi inoltre che, nel caso di spazi simmetrici di rango 1, fX coincide 
con la trasformazione di Radon. 

Dai Lemmi 4.1 e 4.2 segue anche il seguente 

COROLLARIO 4.1. Per ogni R, L>0} lo spazio §*yRyL(P) con la norma (3.3) è uno 
spazio diBanach; seRi<R2e LÌ<L1, l'immersione dig*,^,^(P) in §*,R2,i2 (P) risulta 
compatta. 

DIMOSTRAZIONE. Sia (fn) una successione di Cauchy in g i R,L(-P); P e r il Lemma 
4.1, (*Xf„) è di Cauchy, ad esempio, in Q^R^LI dunque esiste g e g i ^ 2

S L tale che 
fXfn-*g. S ia /=( 'X) _ 1 g; si tratta di dimostrare che fé §LR,L(P) e che f„-*f in 
§*,R,L(P)-

Poiché lXfn^g in g5*,ju*i/#/*.-->g in Qi( e allora, V x e [ - R , R ] e V k N , 
Pk fn{x)^Pk f{x). Ne segue che 3c>0 tale che, V k N , V x e [ - R , R ] , 
\Pk f(x)\ ^ cL2k (2k) Is

 9 cioè che fé g* R L (P); facilmente si verifica poi che fn - » / in 

Siano ora Ri <R2tL1 <L2)' dimostro che l'immersione di gi&l>Ll(P) i n g i ^ ^ J P ) 

è compatta. Infatti, sia e > 0 tale che (1 + e)òsLi <l^ e sia £ ç g*,^,^ (P) limitato. Per 

il Lemma 4.1, *X(£) è limitato in g i R^CI+^L^ dunque 'X(j£) è compatto in 

g^iwi+e) 2^ (cfr. [8, Ch. 7, Prop. 1.1]). Per il Lemma 4.2, (tX)-\(TX{£)) è compatto 

in 9 * ^ , ( 1 + ^ (P) e pertanto £ è compatto in g;,R2,i2(P). 

OSSERVAZIONE 4.2. La continuità di ('X)-1: g i —> g* (P) si ottiene anche utilizzan
do il teorema del grafico boreliano di L. Schwartz (cfr. [12, Appendix, Th. A.l]), 
perché gli spazi in questione sono entrambi ultrabornologici e di Souslin. 
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