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Meccanica dei solidi. — Analisi generale delle vibrazioni libere trasversali dei gusci
sferici ortotropi ribassati(*). Nota (**) di Umeerto Riccwtt e VinceEnzo Dipao-
LA(***), presentata dal socio E. GianGreco.

ABsTRACT. — General analysis of free. transversal vibrations of spherical orthotropic shallow shells. The
problem of free transversal vibrations of spherical orthotropic shallow shells is solved in its generality.
Such a problem had been dealt with in a preceding work within the limits of the field of axialsymmetric
vibrations. The integration of motion equations is obtained by means of particular developments in se-

ries, which may be generated thanks to a suitable substitution of one of the indipendent varia-
bles.

Key worbps: Vibrations; Orthotropic; Shallow; Shells.

Ruassunto. — Si risolve nella sua generalita il problema delle vibrazioni libere trasversali dei gusci
sferici ortotropi ribassati, che in un precedente Lavoro era stato affrontato limitatamente al campo delle
vibrazioni assialsimmetriche. L’integrazione delle equazioni del moto & conseguita per serie mediante

particolari sviluppi, generabili grazie ad un’opportuna sostituzione di una delle variabili indipenden-
ti.

1. INTRODUZIONE

Scopo del presente Lavoro & la generalizzazione dell’analisi delle vibrazioni libere
trasversali dei gusci sferici ortotropi ribassati, che in una precedente memoria [2] era
stata svolta con riguardo alle sole vibrazioni assialsimmetriche. Le ipotesi di base sono
percio quelle indicate in tale memoria e nella [3]: si suppone in particolare che sia co-
stante lo spessore del guscio, che I'ortotropia sia «di materiale» o ad essa riconducibile,
che le relative direzioni principali coincidano, in ogni punto, con quelle dei meridiani e
dei paralleli e che lungo le stesse direzioni risultino costanti i moduli di elasticita ed i
coefficienti di Poisson e, conseguentemente, tutti i parametri di rigidezza.

L’intera trattazione viene svolta nell’ambito della teoria generale dei gusci ribassa-
ti[5][7] ed in particolare di quella di E. Reissner relativa alle volte ribassate sferi-
che[111[12]. Le equazioni del moto vengono dedotte, com’® lecito per l’analisi
delle vibrazioni trasversali in strutture ribassate, trascurando i contributi delle forze
d’inerzia tangenziali in rapporto a quelli delle forze trasversali. Si mostra come esse
possano essere integrate, anche nel presente studio, per serie e che le maggiori diffi-
colta che si incontrano rispetto al caso delle vibrazioni assialsimmetriche, legate all’ac-
quisizione della indipendenza degli sviluppi, possano essere rimosse mercé I'introdu-
zione di una diversa variabile indipendente e di conseguenti particolari sviluppi che
hanno la prerogativa di risultare linearmente indipendenti in ogni caso. Anziché sotto
complesse e molteplici forme, ciascuna correlata con particolari combinazioni dei va-

(*) Lavoro eseguito con il contributo C.N.R.
(**) Pervenuta all’Accademia il 29 settembre 1988.
(***) Istituto di Scienza e Tecnica delle Costruzioni, Universita di Bari.
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lori dei parametri in gioco, la soluzione pud cosi essere espressa in un’unica forma, co-
moda anche sul piano applicativo, ed adatta in particolare allo studio tanto delle vi-
brazioni asimmetriche che di quelle assialsimmetriche. Peraltro la minore rapidita di
convergenza che tali sviluppi presentano rispetto a quelli classici non gioca certo, og-
gi, a sfavore del loro impiego.

La trattazione & riferita al caso generale dei gusci aperti in sommita ed & valida per
la ricerca delle autofrequenze e delle autofunzioni per condizioni di vincolo generiche
ai due bordi.

2. Le EQUAZIONI DEL PROBLEMA

Con riferimento alla fig. 1 siano:

R il raggio della superficie sferica;

r il raggio del generico parallelo;

6 la longitudine del generico meridiano;
Tos ¥; i raggi di base e di sommita del guscio;

u, v, w le componenti dello spostamento nelle direzioni dei meridiani, dei paralle-
li e della normale alla superficie;

Dy Po» p le componenti del carico ordinatamente nelle medesime direzioni.
Siano inoltre:
N,, Ny, Nyg; M,, My, Myg; T,, T, le componenti membranali, flettenti, torcenti e taglianti
dell’azione interna;

€ €5 Yy} Xr Xo> X l& componenti estensionali e flessionali della deformazione;

h lo spessore del guscio;

E,, E,, G, v,, vo i moduli di elasticita ed i coefficienti di Poisson;
© la densita superficiale di massa, supposta uniforme;

w le pulsazioni delle vibrazioni libere;

m il numero dei meridiani nodali.

Fig. 1.
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A base della trattazione devono porsi, in assenza di assialsimmetria, le seguenti
equazioni generali di equilibrio[11]:

(3(eN,) N,

o T o —Ny+7.0p,=0
a(PNrﬂ) aNg _
ap + ao + N,o + reppg = O

8(T,) , 3T,
3 3  R°
3(eM,) + OM,,

(N.+Ny) +r0p=0

Tp- T —M,—r0oT,=0
a(pM,o ) aMo
| ap + ao +M,e repTe —0,
ove & introdotta la variabile adimensionale:
) o=,

le relazioni, anch’esse generali, tra componenti della deformazione e componenti del-
lo spostamento:

(- 10u _w
4 re e R
110w | u w
2 lo-n 35+ 3)-%
1/10a ﬁ.(z)
AT
rx__iazw
’ 2 9?
1{10w , 1 &w
4 = —— ——+_
4) 4 Xe rf(P o pz 302)
_Ai(Law)
AL

ed i seguenti legami, tipici dei gusci ortotropi, che sussistono tra componenti dell’a-
zione interna e componenti della deformazione [4]:

Mr = _(KrXr + KvXe)

) M, = —(K, x, + Ko 2)
M,y = "KroXm
e, =d,N,—d,N,
(6) e =—d,N,+ N,
Yo =dy Ny .

Nelle (5) e (6) figurano le rigidezze flessionali e torsionali K,, K, K,, K4, espresse
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dalle:
( _ E»
K, 12(1 = v,vp)
@) WKG T 12(1 = v,v)
K/ = Krvﬁ = KGVr
_GP
L 12

( 1
4 = Eb
I
(8) 4‘1”‘ E,b
dv=drvr=d0"0
I
\d"’_ Gh

1l problema generale delle vibrazioni libere trasversali dei gusci ortotropi ribassati,
come quello particolare delle vibrazioni assialsimmetriche, pud essere formulato ridu-
cendone le incognite a due e identicandole con la componente w dello spostamento e
con una funzione f degli sforzi membranali definita in guisa che:

(. RK[18f 1 &f
N: —_— — —— —
§ rd (P aP+p2802)
_RK, &/
° R
N __&@(1@_‘)
L i 7'4 @p 930

Il primo dei legami tra tali incognite pud dedursi dalle (1) in cui, per le ipotesi in-
nanzi precisate, si ponga preliminarmente:
(10) p=p=0, p=—pi.

Osservato infatti che la prima coppia di tali equazioni risulta, in virta delle (9),
identicamente soddisfatta, si pud trarre dalla terza, per sostituzione delle componenti
taglianti T, e T, dedotte dalle ultime due, ’equazione:

3 (oM, *M
(11) % (e )+g o

+%8Mw_18Me+i_az_%

+
37  ° 36 2 36 © % Z oF

2
+ (N, +Ny) —prib =0
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che, a sua volta, tenute presenti le (4), (5), (9), si trasforma nella:

4 3 4 2
12) k(8w 22w) Kidw 10w 13w _ 2w,
894 p‘aPS

y2H( 8w 1 8w 1 Fw).
2\ o0f ¢ 908 & 9

avendo posto:

() 18 ) 1 &)
) A= te s o 7 oF
ed introdotto la «rigidezza globale»;
(14) H=K,+2K,.
Il secondo legame si pud far scaturire invece dalla condizione di compatibili-
ta:
(15) iﬁ_las’_‘.ia(PZ%)_lM+ =A,w=0
i ¢ P % 2 Jp e Pl R

che discende dalle (3) e che, per effetto delle (6) e (9), si trasforma nell’equazio-
ne:

M 28f\ 4(Ff 18f 18f 28f
o g 2

4 3 2 4

L8 1&8f 1&f,
3?3 P 93¢ 2 o

ove & introdotta la «deformabilita globale» g, definita dalla:

(17) 2g = d,.g - Zdv .

3. IL PROCEDIMENTO D’INTEGRAZIONE

Ricercando le soluzioni a variabili separate:

{w(P, 0,£) = W(o) cos m 6™
f

(18) (m=0,1,2,...)

1wt

(0, 6,8 = F(p) cos m be

le equazioni (12) e (16), che governano il problema, si traducono in un sistema ordina-
rio cui pud darsi la forma:

_ A3 =
(19) {Ll(vm L(F) =@ W=0

(0<P 1)
Li(F)+a*L,(W)=0 , A

introducendo gli operatori:

. 4., 3. N -
(20) L1(~)=93d( ) +292d( ) _A[Paa( ) )] -9
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2D La(")=92%[pd—;i}—mzp(“),

i parametri adimensionali:

S IR
” " Rarw

assumendo H e g coincidenti rispettivamente col valore medio geometrico delle rigi-
dezze flessionali K, e K, e dei coefficienti estensionali d, e d,(%):

H=VKK,
= Vdrdﬁ

(25)

e ponendo infine:
(26) A=2+2nm?); B=am[r2—m?)+2].

L’integrazione del sistema (19), per il quale ¢ =0 rappresenta un punto singolare
regolare, pud effettuarsi per serie a partire da sviluppi di W ed F generati in tale intor-
no. La struttura delle conseguenti equazioni indiciali & tale tuttavia da porre, in diver-
si casi fissati dalla particolaritd dei valori dei parametri in gioco, complessi problemi
circa l'acquisizione dell’indipendenza lineare degli integrali. Tali problemi, inesistenti
nell’analisi delle vibrazioni assialsimmetriche dei gusci ortotropi, possono comunque
essere risolti con procedimenti analoghi a quelli adottati nella nota[1] ma con I’ob-
bligo di strutturare la soluzione sotto complesse e molteplici forme.

Notevolmente piti semplice sul piano analitico e soprattutto pit comodo su
quello applicativo & il procedimento d’integrazione che qui si propone, basato
sulla 'sostituzione della variabile ¢ con la:

27) x=1-p,

che consente di ricercare gli integrali particolari sotto forma di sviluppi nell’intorno
‘di x=0, che & punto ordinario del sistema. Quest’ultima circostanza assicura
infatti che tali sviluppi, oltreché convergenti in detto intorno, risultino linearmente
indipendenti in ogni caso e permette percid di esprimere, come gid accennato,
la soluzione generale in un’unica forma, adatta per qualsiasi combinazione dei

() Le espressioni (25) scaturiscono’ da una valutazione approssimata di K, e d,, fatta secondo
le:

K, = VKrKe(l“\/rVo)/l dy =N d,dy(1+ Vv, vy)

che non coinvolgono il modulo di elasticita tangenziale G, di complessa determinazione per i materiali
ortotropi, e che sono suggerite dall’analogia con formule valide per i materiali isotropi. Il loro impiego,
corrente nella letteratura (Cfr. [6], pp. 125-127 e[8], p. 302), consente trattazioni sufficientemente ap-
prossimate per le applicazioni tecniche.
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valori dei parametri e valida, in particolare, per l'analisi delle vibrazioni sia
assialsimmetriche che asimmetriche.
Con la sostituzione (27) il sistema (19) diviene:

(28)

— T _ 4 a3 o
{Ll(W) LB -y 1-xPW=0 O<x<1)

L(F+a'L, (W) =0,

essendo gli operatori (20) e (21) sostituiti dagli operatori:

- d*() & () () do) )
V= (1—x) — — x)? — — — =
@) LO=0-x —= —20-x'— APl %) &24-dx} B—
= 4 () d()
) = —_ 3 —_ — 2 ——— 2 - .
(30) L()=(1-x%) P (=2 == =m (1 =x)0),

e pud essere integrato ricercando sue soluzioni particolari nella forma anzidetta:

W=2 gx*

(31) -

F=>, bx/tk,
720

I coefficienti e gli esponenti caratteristici degli sviluppi (31) si derminano, grazie al
principio di identita dei polinomi e senza difficolta di ordine concettuale, introducen-
do le (31) stesse e lo sviluppo in serie di Mac Laurin della funzione 1/(1 — x) nel siste-
ma (28).

“Fissando i due diversi legami:

(32) kE=s+2
(33) : k=s5s-2

tra k ed s, si deducono otto integrali linearmente indipendenti, distinti in due gruppi
di quattro ciascuno.
I primo, corrispondente alla scelta (32), & rappresentato dalle serie:

o

W= a7+

(34) - (1=1,2,3,4)
F. = E b yeitsit2
i = ’y
in cui & ‘
(35) ' §=0; =1 =2 s5=3

ed i cui coefficienti, posto:

g =1,
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si valutano tramite le formule ricorrenti (?):

BG+s)—101a?,  {(j+s—HBG+s)—11]1-AYd

(36) 4= = :
[TG+s-h)
h=0
(j+s;—4) H(j+s,»—b)’-—A + Ata?y
h=4 b€Q4
+ 2 + T +
[LG+s-5 H/+s—
bh=0 bh=0
3(j+s;)— 11162 i
._[(]2 ) 71065 - 1 [B,’Zatw
) =0
}}_[oj+s,-—b) H(j+s,-—/7)
HG+s5—DBG+s) — B3I = Yo% — [(j+ 5, — 57 —m* 16, +
4+)'4(a}‘_)4—3a}’_’5+3¢,(’)6—a(" )} (/=7
. a*a” . [3(jfs,)—4]b}91 N [3(;+s;) —51a?,
]+S,'+2 2
IH(]’+5,-+}J) H (j+s;+5)
=1 h=0
3
. (l)
(Uts=2BU+s) =51 -y, VT [E(’ i A]”H
_ = 2 +
}H(j+s,~+b) H/+s +5)
=1 bh=0
-4
+ 1 {BZb;ﬁ”—a {G+s5=2BG+s)—T1—n’}a?, +

3
[lG+s,—1+h)
h=0
+at [(j+5—37 —m ]a;%} (j=4).
Il secondo gruppo corrisponde alla scelta (33) ed & costituito dalle serie:

W, = 2 a7t
(38) - (i=5,6,7,8)
F — 2 b](i) xj+:;—2
7=0

(®) Per brevita sono riportate le sole formule valide per il calcolo di a;') e bj@ «a regime», ossia rispet-
tivamente per /=7 e j=4. La valutazione degli stessi coefficienti rispettivamente per j=1,2,..6 e j=
=0,1,2,3 si esegue ancora con le (36) e (37), sopprimendovi perd di volta in volta i termini per i quali I'in-
dice richiamato risulta negativo. Analoga precisazione deve intendersi fatta per le successive formule (40)
e (41).
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per le quali &
(39) $5=2; s5=3; =4 s5=5
ed i cui coefficienti, posto:
W =1,
si valutano mediante le:
BG+s)—16162,  {(j+s—6B(+s)—171- A},
Jjts—2 B

[(i+ 85— 6){
b

(40) B =

3
[1G+s5-5
h=2

::jw

(j'+.%“'b) "14] 4'11}£§23

6 ot afl,

+ y - = +
[1G+s5-h [1G+s—-5)
h=2 h=2

B(+s,) — 1714 .
BT Ty [sz,gu
h=0
H (j+s;—h) H (j+s,—h
h=2 h=2

—a* {(j+5—6)B(j+5)— 191 —n? Yo% + o [(j+ 5, — 77 — m* 1a?; } (/=7

(41) d}l) - bjm 4 B(+s)— 10]4}.(‘_)1 - B(+s)— ll]b}’_)l
: Jt+s; 2
[I(j+5- [1G+s5-h)
h=0 falied

5
. —p) — (9
{(j+s5,—4B(+s)— 111 - A}a?, . {J-H [E (j+s5—h) A]ﬂ-A]aI 3

2
H1+s— U(f+5i_l7)

h=0

+

4

+ B o +{(j+ 5= BU+s) =131 = m? )b +
=0

[LGj+s—h
h=0
—[(F+ 5 =572 —m? 1625 + v* (4?4 — 345 + 342 — 4, } (7=7).

La soluzione generale del sistema (19) & dunque espressa da combinazioni del
tipo:

8
W= CW,
=1

8
=2 GF
=1

(42)

essendo C; costanti arbitrarie.
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4. RICERCA DELLE AUTOFREQUENZE

Sulla base delle (18) e (42) & possibile determinare le autofrequenze per gusci co-
mungque vincolati ai due bordi. In particolare, utilizzando anche le note soluzioni rela-

tive ai casi d’isotropia[9], [10], si possono analizzare i gusc1 che risultino chiusi in
sommitd da calotte isotrope.

A titolo esemplificativo si esaminano in dettaglio due situazioni di vincolo. Nella
prima il bordo esterno & ritenuto appoggiato, nella seconda incastrato; in entrambe si -
ipotizza che il bordo interno risulti libero.

Le condizioni da considerare per il bordo esterno sono percio le:

(43) w=M=u4u=v=0 (p=1)
nella prima ipotesi e le:

(44) w=% = y=yp=0 (e=1)

9

nella seconda. Quelle relative al bordo interno sono invece rappresentate in entrambi i
casi dalle:

1 M,
Te.e 06
Tutte le precedenti condizioni si possono esprimere in funzione delle incognite w

ed f del problema. E sufficiente a tal fine considerare preliminarmente che alle ultime
due delle (43) possono sostituirsi, in virtd della prima e delle relazioni (3), le:

(45) M =T+

=N,=N,;=0 (o=p; =1/r.).

(46) O¢y 97y p w
—_—— —_—— + —_——— =
1P " TR
ed, analogamente, che le ultime due delle (44) sono sostituibili, per effetto delle prime
due e delle stesse (3), con le:
&g = 0
(47) Og _%_0 (e=1),
ERARED
tener presente poi che T, pud essere espresso, sulla scorta della quarta delle (1), in
funzione di M,, M,,, M, ed usufruire infine delle (4), (5), (6), (9).
Le autofrequenze si determinano ricercando gli zeri di una funzione di y che si
identifica col determinante delle equazioni di vincolo. Simboleggiando tale funzione
con la:

(48) G(Y) = det lgm'! (ﬂ, i= 1)27 [T 8))
& agevole verificare che risulta:

&:=W,; /

@i =W} = (W +m* W)
(49) (r=1,2,..,8);(x=0)

g:=F/ + v (F/ +m*F,)
2= F" = [A+ vy (2 — DIF! — P A+ 2)F,, 44 W,
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per la prima delle situazioni considerate,
2 =W,

&i=W;

@i =F +v(F +m’F)
4 = P;"" - [A + Vg (7722 - 1)]Fl, - mz)\()\ + 2)FI

(50) ((=1,2,..,8); (x=0)

per la seconda e

r

gs,-=W,’»’—ve(~v§ + m? %)
g =W," — wi —(A—mzv(,)‘—)qi —mz()\z+2)\—v@)K
(51) ) e & o
g&:=F + mziF,-
& = F/ + ; (=1,2,..8);(x=x=1—¢)

per entrambe, avendo contrassegnato con gli apici le derivazioni rispetto ad x.

In fig. 2 sono illustrati i risultati di tre serie di esempi numerici svolti con riferi-
mento ad un guscio dalle seguenti caratteristiche geometriche:

r,=800m; 7,=240m; R=352946m; h=025m,
supposto vincolato secondo la prima delle situazioni considerate.

Dei tre parametri elastici fondamentali, assunti coincidenti con E,, v,, A, si sono te-
nuti costanti il primo ed il secondo, per il quale ¢& stato fissato il valore 0.1. Al terzo in-
vece sono stati assegnati successivamente i valori A = 1/\/5_, 1, \/5, corrispondenti alle
ipotesi che il modulo Ej risulti pari alla meta, sia uguale o pari al doppio di E,. Per cia-
scuna di tali ipotesi sono stati valutati i primi due autovalori y e le corrispondenti au-

tofunzioni assumendo ogni volta che il numero dei meridiani nodali sia pari a 0, 1,
2.
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