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Fisica matematica. — Dissipativita ed esistenza per il problema dinamico
unidimensionale della viscoelasticita lineare ™). Nota di GIORGIO VERGARA CAF-
FARELLI, presentata (*) dal Socio G. FICHERA.

AssTRACT. - Existence and dissipativity for the one-dimensional dynamic problem of the li-
near viscoelasticity. We consider the one-dimensional dynamic problem for a linear viscoelastic
material in the Sobolev space H!Z. We prove the existence of the solution, for a suitable
class of data and for convex relaxation function which has the equilibrium modulum strictly
positive.

KEey worbs: Viscoelasticity; Existence; Dissipativity.

Ruassunto. - In questa nota si completa la studio (iniziato in [1]) della caratterizzazione
delle funzioni di rilassamento per le quali il problema dinamico della viscoelasticita lineare,
con condizioni di spostamento nullo agli estremi, risulta ben posto nello spazio di Sobolev
H!2. Precisamente, per un’opportuna classe di sollecitazioni esterne, si dimostra I’esistenza
della soluzione, se le funzioni di rilassamento sono positive, convesse ed hanno il modulo di
elasticitd all’equilibrio strettamente maggiore di zero. Si stabilisce inoltre la relativa maggiora-
zione a priori.

1. In questa nota completiamo lo studio - iniziato nella nota [1] - della caratte-
rizzazione delle funzioni di rilassamento per le quali il problema dinamico unidimen-
sionale della viscoelasticita lineare, con condizioni di spostamento nullo agli estremi,
risulti ben posto.

Consideriamo quindi il problema esaminato in [1], nel caso non omogeneo, in
presenza cio¢ di una sollecitazione esterna f(x,t). Si ha allora ’equazione integro-
differenziale

+ o

1) — oug(x,t) + G(O)uk(x,t) + S G (s) ux (x,t—s) ds = f(x,1) in$
0
con le condizioni omogenee agli estremi

2 u(0,t) =u(f,t) =0 pert<O0

essendo al solito x € [0,£], t € (— ,0) e S = (0,£) X ( — ,0).

(*) Lavoro eseguito durante un soggiorno presso I'Universita di Metz (Francia).
(**) Nella seduta del 23 aprile 1988.



490 Atti Acc. Lincei Rend. fis. — S. VIII, vol. LXXXII, 1988, fasc. 3

Supporremo la funzione G(s) positiva, convessa e tale che
+ o

S IG(s)|ds < + oo & Jlim G() = G(+ %)>0.

0
Diremo W C H!%(S) lo spazio delle funzioni di H'?(S) aventi tracce nulle sulle
semirette x = 0, x = £, con t < 0 e, per w € W, poniamo
IWll% = llwall 22y + lIWdlEs) -

2. Stabiliremo innanzi tutto una maggiorazione a priori per le soluzioni in W
del problema (1), (2) ossia per le funzioni u(x,t) tali che

400

3) “[Qut(x,t)fﬁz(x,t)—G(O)ux(x,t)¢,(x,t)—g G (s) s (x,t— ) ds - o, (x,1) | dxde =

S 0

= SSf(x,t)¢(x,t)dxdt

per ogni ¢ € C2((—0,0); H}(0,£)).

Considerato (cfr. [1]) lo sviluppo

“ u(x,t) = g a,(t)sen —r-lelx

in serie trigonometrica di soli seni della funzione u(x,t), ¢ subito visto che i coeffi-
cienti e, (t) soddisfano ’equazione integrodifferenziale

) 0ia(®) + GO aea®) + Ao S GOt - 5)ds =

0

=f,(t) pert<0
essendo \, = (nw/f)? e f,(t) i corrispondenti coefficienti dello sviluppo di f(x,t).

ProPOSIZIONE 1. (Maggioraziore a priori per i coefficienti di Fourier). Se
f(x,t) € L'(S) NL2(S) si ha:

®) 6 (®)2 + Malaw@F < %(% + a—i—m;) (_S,If"(r) | d)

Da cid si ottiene la:
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PROPOSIZIONE 2. (Maggiorazione a priori per la soluzione). Esiste una costante c, > 0
tale che se f(x,t) € L!'(S) NL2?(S) e f,(x,t) € L!(S) e se, posto

t t

F(r) = S Slf(x,-r)ldxdr, Fi(t) = S glf,(x,r)lhdr,

- 0
si ha F(t),F, (t) € L?(— 0, 0), allora per ogni soluzione u(x,t) € W della (3) risulta
(7) lullw=co(lIFllz(=w,0p + [ FillLz=co,0p)-

Alla dimostrazione delle proposizioni é opportuno premettere due lemmi.

Lemma 1. Se f,(t) appartiene ad L?( — ,0), presa una soluzione o,(t) in
H!?( — ,0) dell’equazione (5) si ha

o0+ PG+ )i = | LaO)dr

- 00

® =

La dimostrazione di questo lemma si ottiene ripetendo, nel caso non omogeneo,

quanto visto in [1] relativamente al caso omogeneo ed in particolare dirhostrando
che la funzione

t

V)=V - S f,,(T)d,,d‘r=%d,2,(t) +

- o

+ Sy o - %xS G (5) (n(®) = cat — ) Pds — S fa(7) & () dr

risulta non crescente e tale che lim - V(t) =0.
t— — o

LemMa 2. Siano f(x,t), f,(x,t) € L'(S); allora detti, al solito, f,(t) i coefficienti dello
sviluppo di f(x,t) si ha:

t 14 1t 4 t ¢ .
©)) S If.(n)|dr = b 7§ Slf(x,'r)ld'rdx + S Slfx(x,‘r)ldrdx].

- o - 0 - 0

Dim. Per quasi ogni t in ( — ,0) risulta
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¢
f.(0)= — ?11-—12—; Sf(x,t)% (cos—n{—x)dx,
0

per cui ¢

015 22 IE01 + 16 + Slfx(xat)ldX]-

0
D’altra parte
4

£O.9] + 1589 = 215 9)] + gafx(y,t)ldy.

0

Da cui integrando rispetto a x su (0, £) si ottiene la tesi.

Dimostrazione delle proposizioni. Dalla (8) segue per ogni 7 < t

%Idn(f)lzé S [ £a(n) [dn sup [ (n) |

-

e quindi passando al sup per 7€ (—oo,t)

. 2
” Oy ” L=( — o,t) = z ” fn ” LI( - o,1)*

Analogamente, essendo per (8)

G(+ o )

—(2—’ Mol el e oy S 1ol oy [l Gl o
st ha

Vil ctallim(— g S~ [ ll -
0= Gt o) :
quindi
|an(t)|2+xn|an(t)|2s(i + ——“———) ( Ifn(r)ld‘r)z.
“\e*  oG(+ x)

- ®

Dal lemma 2 possiamo concludere che

L (1@ +Mlem@) salF@ + FEP,

da cui integrando per t € ( — ,0) e tenendo presente I'identit di Bessel, per 'ipotesi
u €W, si ha la tesi. '
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3. Costruiamo ora una successione di approssimanti. Cid pud esser fatto, ad
esempio utilizzando il principio di esistenza dell’analisi lineare del prof. Fichera [2]
applicato nel caso particolare degli spazi di Hilbert (cfr. [3], [4]). Ma nel nostro con-
testo, in cui consideriamo le equazioni integrodifferenziali ordinarie dei coefficienti
dello sviluppo in serie, vogliamo dare una semplice costruzione diretta che, inoltre, si
ricollega alla possibilitd di approssimare operatori di Volterra singolari (aventi cio¢
come primo estremo di integrazione — ) con gli usuali operatori di Volterra. Co-

me ben precisato nella nota [5] anche questo & un aspetto della problematica posta
dal prof. Fichera.

Per ogni intero N € R poniamo

: f(x,t) set> — N
™ (x,t) =
0 sets — N

Considerando lo sviluppo di f(x,t) e di f™(x,t) in serie trigonometriche di soli
seni e detti f,(t), f{(t) i coefficienti, osserviamo preliminarmente che:

LemMa 3. Se f(x,t) € L2(S) allora posto
N

N (x,t) = El f00(t) sen LU
nm= e
risulta

Nl-i.nfm fMN(x,t) = f(x,t) in L2(S)

Dim. Poiché per I'identita del Bessel

n=1

[{EEE Y Slf(t )i,

la tesi segue dal fatto che la quantita:
“ E £ (t)sen—-—x—- E fn (t)sen “L(s)=

=§S > [fwt)—szt)fn(tﬂfﬁ(t)]d‘=

—

¢

=_§.S El fﬁ(t)dtgs Slf(x,t)lzdtdx,

_NN

- o

¢ infinitesima al divergere di N.
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Per ogni N €N consideriamo !’equazione integrodifferenziale

@«

(10) Qi) + G(O)Maf®(9) +x,,§ GO - 9ds = E0(9)

pert<Q0.

E ovvio che assumendo
(11) a(@t) =0 pert< — N

’equazione (10) ¢ identicamente soddisfatta nella semiretta ( — o, — N) e diviene
t

(12) ed® (1) + GO)N P (t) + N\, S G(t - Da® () dr = f(r)
pert€(— N,0). -N

Si pud facilmente dimostrare il

Lemma 4. Se f(x,t) € L!(S), per ogni coppia di interi n, N €N esiste una funzio-
ne af¥(t), appartenente ad L*(—N,0) assieme alla sua derivata prima, che verifica
le (11) e le (12) e quindi ¢ soluzione in H"?(— 0,0) della (10).

Dim. Poiché dall’ipotesi segue IV (t) € L(— =, 0), effettuando una prima integra-
zione fra — N e t con t€(—N,0) la (10) diviene

ea® (t) + N\, § Gt - 1ol (r)dr= S f™(7)dr.

-N -N
s

Posto allora H(s) = SG(a) do con una ulteriore integrazione si ha:

° t t T

(13) o (1) = --’-‘"—SH(t—f)ap(T)dHl SdTSff,N)(n)dn,

e e
-N -N -N

equazione di cui & ben nota la risolubilitd nello spazio L*(—N,0), ad esempio me-
diante il metodo delle approssimazioni successive.
E infine evidente che una funzione of(t) verificante (11) e (13) risolve ’equazio-
ne (10).

Possiamo quindi dimostrare il

TEOREMA. Nelle ipotesi della proposizione 2, ossia se f(x,t) € L' (S)NL*(S), £, (x,t) € L'(S),
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F(t) e F,(t)€L*(—,0) esiste una (sola) soluzione u(x,t) in W dell’equazione (3)
ed inoltre vale la maggiorazione (7).

Dim. Passiamo al limite sulla successione approssimante.
Posto

N
uM(x,t) = Z:l a,‘,N’(t)sen-I;—Wx,
o

essendo |fM(t)| = |f,(t)], dalla (6) si ha

t

|60 (5)]2 + xn|as,~>|2§§(§+ E(jrfw))(g |fn(f)|dr)2

-

e quindi, dal lemma 2,

%) lu™ || w= co(IIF Il Lo = oo,00 + 1 Fyllia - ,0) -

Poiché la funzione u™ risolve ’equazione

SS[ — ouM(x,t) dy (x,t) + G(O)uM (x,t) Py (x,t) +

§ + oo

+ (S G(s)u"“](x,t—s)ds)daxx(x,t)]dxdt =

0

= szm(x,t)qS(x,t)dxdt

S

per ogni 0 €eCe((—00,0);  HP?(0,0)NH22(0,8)),

ed esiste una sottosuccessione - che indicheremo ancora con {u™) - convergente de-
bolmente in W verso una funzione u di W, essendo la striscia illiminata S di larghez-
za finita, si pud affermare che

lim  u™ =uin L%(S)

N—= + o

ove u€ W ¢ la soluzione del problema considerato.
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