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Meccanica dei solidi. — Indipendenza dal modulo di Poisson degli stati elastici
di una piastra sottile. Nota di FABRIzIO DAvi e ELIO SACCO, presentata(®) dal
Socio E. GIANGRECO.

AsstrRacT. — Independence of Poisson’s ratio for elastic states of the thin plate. Conditions
of total or partial independence of Poisson’s ratio, are given for the elastic states solving the
equilibrium problem of thin plates with generalized boundary conditions.

Key worps: Plates; Linear Elasticity.

Ruassunto. — Per il problema elastostatico della piastra sottile inflessa con dati al bordo
generalizzati, si determinano le condizioni di indipendenza parziale o totale dal modulo di
Poisson dello stato elastico soluzione.

1. INTRODUZIONE

La soluzione di un problema elastostatico dipende, a parita degli altri dati, dai
valori dei moduli di elasticitd del materiale. Un problema di notevole interesse ¢ la
ricerca di particolari soluzioni non dipendenti, o parzialmente dipendenti, dalle pecu-
liarita di risposta di un materiale isotropo riflesse nelle costanti di Lamé \ e u (ovve-
ro nelle costanti “tecniche” E, modulo di Young, e », modulo di Poisson).

Per un continuo tridimensionale linearmente elastico, tale problematica & stata
affrontata da Carlson in una serie di lavori che risalgono ai primi anni settanta (¢f.
[11, [2), [3]); in questi lavori vengono determinate condizioni necessarie e sufficienti
atte a garantire I'indipendenza della soluzione dalle costanti di Lame, con condizioni
al contorno di posizione, di trazione, o miste. Di recente Podio Guidugli e Sburlati
hanno riformulato il problema di Carlson, considerando condizioni al contorno di
tipo generalizzato 4 la Gurtin (¢f. [4], § 40) e determinando le condizioni necessarie e
sufficienti affinché il campo di spostamento o lo stato tensionale, o entrambi, siano
indipendenti dal modulo di Poisson.

Nel presente lavoro si ricercano le condizioni di indipendenza dal modulo di
Poisson della soluzione del problema elastostatico per la piastra sottile . )

Per cominciare, il classico problema della piastra sottile inflessa viene riformula-
to in modo da renderne la struttura piu nitida e conveniente ai presenti sviluppi e,

(*) Nella seduta del 20 novembre 1987.

(1) Una problematica simile era stata a suo tempo affrontata da Timoshenko e
Woinowsky-Krieger (¢ [5], p. 97), i quali peraltro si limitano a fornire formule per il calcolo
dei momenti flettenti al variare di », una volta che questi siano noti per un valore di » asse-
gnato, per particolari geometrie e condizioni al contorno.
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in particolare, da ottenere una scrittura compatta delle condizioni al bordo tramite
Pinclusione tra i dati al bordo di un operatore di proiezione, specializzando il quale
si rinvengono le usuali condizioni, nonché infinite altre.

Successivamente vengono determinate le condizioni necessarie e sufficienti a che
la soluzione, vuoi in termini di spostamento trasversale del piano medio, vuoi in ter-
mini di momenti flettenti e torcente, risulti indipendente dal modulo di Poisson.

2. IL PROBLEMA ELASTOSTATICO PER LA PIASTRA

Sia Q un aperto limitato e connesso di R? con frontiera dQ regolare. Si intende
per piastra (di spessore h costante) un corpo materiale che occupa la regione ® di R?
definita da

n o1
B=0X]—,—
1551

Nella teoria classica delle piastre sottili (cf. ad esempio [1]), si assume che:

1. Non vi sono deformazioni nel piano medio @ di ®.

2. Punti giacenti su di una normale ad Q rimangono, dopo la deformazione,
sulla normale alla superficie media della piastra deformata.

3. E trascurabile la tensione normale in direzione ortogonale al piano medio.

Per soddisfare tali ipotesi, scelto un riferimento cartesiano ortogonale antiorario {xa,
z | a =12} tale che Q sia contenuto nel piano z =0, si introduce il campo di
spostamenti u = u(x) cosi definito:

(2.1) U= — ZW,,€ + Wes,

dove e, €; sono i versori della base, mentre w = w(x,) & lo spostamento trasversale
del punto (xa, 0) di Q.
Si indichi con
Kll K12
(2.2) | K] =

K22

la matrice simmetrica delle curvature associate al campo di spostamento (2.1) median-
te le equazioni di congruenza:

K= - W11
(2.3) Ka= —w,
K= - Wy12 .
Si indichi altresi con
M Me.
(2.4) M] =

M22
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la matrice simmetrica dei momenti, di modo che, in un punto x di una curva C di
Q, il momento flettente m, ed il momento torcente my, sono dati da:

(2.5) my=n-M, mp=t-Mn

(qui, n ¢ la normale, e t ¢ la tangente alla curva C, orientata in modo che
nxt=e).

Come & ben noto, detto q = q(xa)e; il sistema dei carichi, ’equazione di equili-
brio per la piastra si pud scrivere in termini di M nella forma

(2.6) div(divM) + q=0 in Q.
Curvature e momenti sono messi in relazione dalla equazione costitutiva
2.7) M =D[K], D =2ul+\(IR®I)

dove I e I sono i tensori identitd del secondo e quarto ordine, rispettivamente, e i
moduli di Lamé del materiale sono legati ai moduli tecnici di Young E e di Poisson
v, e alla rigidezza flessionale D della piastra, nel modo seguente:

h*E

2.8 2u=D(1-»), N=Dv, +0>D=———20
@8  2u=D(-» 5, H@>D=tis

Sostituendo le (2.7) nelle (2.6), tenuto conto delle (2.3), si ottiene la classica
equazione di campo di Lagrange-Sophie Germain:
— DAAw + q=0.

Il problema elastostatico per la piastra va completato stipulando adatte condizio-
ni al contorno. A tale scopo, si procede formalmente ponendo la (2.6) nella forma
variazionale equivalente:

(29 Sqa (div(divM) + q) =0 Vg€ O

Q

dove O ¢ uno spazio di funzioni di prova non vincolate ad obbedire alcuna condizio-
ne geometrica. In vista dell’identita

e div(divM) = div(edivM) — Ve divM = div(edivM — M Vp) = M- V(V ),

applicando il teorema della divergenza si ottiene

(2.10) S(M V(Ve) + @q)+ S (pdivM'n — VoMn) =0 Vep€O.
o aQ

Volendo conferire al termine di bordo un aspetto pili conveniente per certi ulteriori
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sviluppi, si comincia con esprimere il gradiente di ¢ in funzione delle sue derivate in
direzione normale e tangente:

Vo = (0ap)n + (i)t
ottenendo
Vo-Mn = (n-Mn)dne + (t-Mn)d:p;
’ultima formula, ricordando le definizioni (2.5) di m, e my, diviene:
Vo Mn = mpdng + Mudip = Mudnp — @0:Mye + ¢ (@ Mn).

In conclusione,

(2.11) S (¢divM n — Vo-Mn) = S (tap — MuOng), tu: = dimy + divM-n,
a2 2Q

dove t, esprime la forza di taglio equivalente che appare nella classica condizione al
bordo contratta di Kirchhoff.

Le condizioni al contorno possono quindi ottenersi assegnando gli enti cinemati-
ci w e d,w, oppure gli enti statici t. € m,, in varie combinazioni. Precisamente, un
generico punto X del bordo pud essere un punto: di incastro, se sono assegnati w e
dnw; libero, se sono assegnati t, e my; di  appoggio bilaterale, se sono assegnati w e
my; di incastro scorrevole, se sono assegnati d,w e tn: Queste condizioni puntuali al
bordo si possono scrivere in modo compatto introducendo i “vettori”

w ta
(2.12) (w] = [ } e [ },
an my

e un “proiettore” P, la cui tabella pud assumere una delle quattro forme seguenti

o meb9) w- Y 59 B

Si ottiene:

(2.14) Pw=w* (I-P)f=f* sudQ,

dove i “vettori” dei dati w* e f* devono verificare le condizioni di consistenza
(2.15) I-P)w*=0, Pf* =0 su 0Q.

Assegnata su 9Q la lista di funzioni P, w* e f*, le (2.14) e (2.15) descrivono ogni pos-
sibile condizione al contorno per la piastra.
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3. IL PROBLEMA DIFFERENZA.

Il problema elastostatico ® per la piastra ® consiste nella determinazione degli
stati elastici s = {w, K, M} che soddisfano in @ le equazioni di congruenza (2.3), le
equazioni di equilibrio (2.6) e il legame costitutivo (2.7), e che, su 89, soddisfano le
condizioni al contorno (2.14).

Fatte comunque salve le ben note ipotesi che garantiscono I'unicita di soluzione
del problema ®, per ogni valore del modulo \; si ottiene, a paritd degli altri dati, un
problema elastostatico ®; per il quale lo stato elastico soluzione é ¢; = {w;, Ki, Mi}.
Per \; # \,, si consideri il prbblema differenza D = @, — @, il cui stato elastico so-
luzione:

{v, D, S} = {wi — w3, Ki — K;, M; — M,},
verifica in Q le equazioni di congruenza:
(3.1) Du= —-vu1,Dn= —vn,Dun=vn;
Pequazione di equilibrio:
(3.2) div(divS) = 0;
il legame costitutivo:
(3.3) S =2uD + (D) + (\ — \o) (trKo)T ;
e su 9 le condizioni omogenee:
(3.4) Pwi—wy)=0, (I-P)(fi—-1f)=0.

Tra gli stati elastici risolventi ®, parzialmente o totalmente indipendenti da \, e
D sussistono:

LemMa 1. La coppia [spostamenti, curvature] (il momento) del problema ® ¢ in-
dipendente da \ se e solo se la coppia [spostamenti, curvature] (il momento) del pro-
blema D si annulla su @ per arbitrari valori ammissibili di \; e .

LemMMA 2. Le tre proposizioni seguenti sono equivalenti:
(i) Lo stato elastico per il problema ® ¢ indipendente da \.
(i) Lo stato elastico per il problema D ¢& nullo per arbitrari \; e Xa.
(iii) Il campo di spostamenti w per il problema ® ¢ indipendente da \ ed armonico.

Dm. La dimostrazione del Lemma 1 ¢ ovvia; per il Lemma 2, che (ii) & (i), &
immediato. Per provare che (i) & (iii), si osservi che

trtK = — (W, + wy2) = — Aw,
per modo che la (2.7) si pud scrivere nella forma

M - 2K = - MAw)I.

8. — RENDICONTI 1988, vol. LXXXII, fasc. 2.
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Se w, e quindi K, non dipende da \, e se Aw =0, allora lo stato elastico di ® non
dipende da \. Viceversa, se s, e quindi sia M che K, non dipende da A, necessaria-
mente Aw = 0. O

4. STATI ELASTICI INDIPENDENTI DAL MODULO A.

In questa sezione, analogamente a quanto fatto in [4] per un continuo tridimen-
sionale elastico lineare ed isotropo, vengono stabiliti, due teoremi caratterizzanti, ri-
spettivamente, i campi w e M indipendenti da \ che risolvono il problema ® con
condizioni al bordo generalizzate tipo (2.14).

TeOREMA 1 Sia indipendente da N il campo di spostamenti w per il problema
D. Allora,

(1) AAw =0 in$;
(i1) I-P)w=0 sudQ,
AW
con w =
Aw

Viceversa, se per un dato valore di X il campo w per ® soddisfa (i) e (ii), allora w &
indipendente da \.

DmM. Supponiamo w indipendente da \; allora il campo v per il problema D ¢,
per il Lemma 1, identicamente nullo su ©. Ne consegue che le (3.4); sono banalmen-
te verificate, e che D = 0, per cui la (3.3) diventa:

(41) S = ()\1 - XZ) (tr Kz)I
1
Quest’ultima, inserita nella (3.2), fornisce:

div (le (tr 2 Kz) I) =0,
ovvero (i). Inoltre, sostituendo la (4.1) nella (2.12),, si ottiene:
OnAW

Aw

[ﬂ=()\2_)\l) l: } =()\2—)\1)W

e, per le (3.4),, (ii) ne segue.

Viceversa, se per un valore \ sussistono le (i) e (ii), ¢ facile controllare che
v=0, D=0 e S quale ¢ fornito dalla (4.1) rappresentano I'unico stato elastico che
risolve il problema D; dunque, per il Lemma 1, il campo di spostamenti w per ® ¢
indipendente da \. a
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COROLLARIO 1. Sia indipendente da \ il campo di spostamenti w per il problema
@, e sia il proiettore P # I su AQ. Allora, Aw = 0 in Q.

Dm. Se P # I, posto u = Aw, le condizioni al contorno per ’equazione di Laplace
Au = 0 in Q divengono puntualmente vuoi u = 0, vuoi d,u = 0, vuoi infineu=0e
d,u = 0. Ne segue (cf. [6] p. 52-54) che tale equazione ha la sola soluzione nulla
u=Aw=0 se u=0 su almeno un punto del bordo altrimenti ha per soluzione
u = cost.

Questo corollario si interpreta dicendo che, se nessun punto del bordo ¢ inca-
strato, gli unici stati di spostamento indipendenti da A sono quelli corrispondenti al
comportamento membranale della piastra.

TEOREMA 2. Sia indipendente da \ il campo dei momenti M per il problema @®.
Allora

(1) Aw =« a €R;
(1) v=vo+ a'p(x) + Y2aypx)p&)),
dove p(x) = x — Xo & il vettore posizione del punto x € Q rispetto all’origine xo € R?,

N

T 2+ N

e la scelta della costanti voe R e a € R? resta ristretta dalle condizioni al contorno
P(wi—w2)=0 sudQ.

Viceversa, se per un valore di \ sussistono la (i) e la (ii), allora lo stato di tensione M
¢ indipendente da \.

Dmm. Supponiamo M indipendente da \; allora per il Lemma 1 S per il proble-
ma D ¢ identicamente nullo su Q. Ne consegue che le (3,4); sono banalmente verifi-
cate, come pure le (3.2). Dalla (3.3): '

4.2) S=2uD 4+ MErD)I+ N\ = N) (trK;)I =0
per cui
trD =2ytrK;,
ovvero
(4.3) Av = 2y Aw.
Sostituendo (4.3) nella (4.2) si ottiene quindi:

(4.4) D = — yAwl.
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La (4.4) esprime le condizioni di compatibilitd per il campo di deformazione D,
che si riducono al sistema:

(4-5) Vou = YAW, Vm=gAw, v,p=0,

integrando il quale si ottiene la (i) e la formula di rappresentazione (ii) per il campo v.

Viceversa, si supponga che, per un dato valore di A\, Aw risulti costante e che lo
stato di spostamento per il problema D ammetta la rappresentazione (ii). Allora, D &
risolto unicamente dallo stato elastico in cui v & dato da (ii), D ha la forma (4.4), e il
campo di tensione S ¢ identicamente nullo su Q, e per il Lemma 1, si halatesi. O

COROLLARIO 2. Sia il campo di tensioni per il problema P indipendente da A, e
sia il proiettore '

(P1=0] oppure [P]= |§ ]

su una porzione 9:Q di dQ che contenga almeno quattro punti, a tre a tre non alli-
neati. Allora, Aw = 0 su (.

Dmv. Se P assume una delle due forme indicate, dalla (3.4); si ha che v(x) =0 su
0:9. Scelto xo € 9,9, si consideri I’insieme

G=[plp=x—x,x€0,0].
Per x = xXq, la (ii) fornisce vo = 0; per x # Xo,
v(x) = (*/2yap(x) + b)-p(x) =0 VpEeE©O,,

il che, vista la costituzione di ©, ed essendo a e b costanti, sara possibile se e solo se
b=0cea=Aw=0. O

Consegue da questo corollario che, se le condizioni al contorno sono di incastro
o di appoggio per almeno quattro punti non allineati, e gli stati tensionali M sono
indipendenti da \, allora la soluzione in termini di spostamento per il problema ® ¢&
esclusivamente di tipo membranale.

Come esempio di applicazione dei corollari, si consideri una piastra la cui super-
ficie media @ & un triangolo rettangolo isoscele, appoggiata sui due lati uguali, con il
terzo caricato da una distribuzione uniforme di momento flettente m e soggetto ad
uno spostamento parabolico nullo dei vertici.

Il campo w = (m/4y) (x} — x3) & la soluzione del problema elastostatico (2.6) con
le assegnate condizioni al contorno; w, indipendente da \, soddisfa il corollario 1 ed
¢ armonico. ‘

Analogamente il campo di tensioni M associato a w & indipendente da \ e soddi-
sfa il corollario 2.
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