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Meccanica dei solidi. — Metodo della differenza all’indietro e
determinazione dei moduli tangenti per analisi evolutive elastoplasti-
che a passi finiti. Nota di UmBERTO PEREGO, presentata @ dal Cor-
risp. G. MAIER.

ABSTRACT. — Backward difference integration and computation of the tangent modu-
li for elastoplastic analysis by finite steps. In this paper a backward difference technique
is applied to the numerical time integration of elasto-plastic constitutive laws. Re-
ference is made to isotropic constitutive models for which the yield functions depend on
the first invariant of the stress tensor, on the second invariant of the stress deviator and
on some suitable internal variables. For these models the implicit non-linear relations
arising from the adopted integration scheme are established; these relations represent
the -/t,xﬁférial constitution in the finite-step. An expression for the ‘‘tangent matrix ”’
consistent with such integration scheme is achieved in a unified form which is particu-
larly convenient for computer implementations.

KEey worbps: Elastoplasticity; Backward difference; Finite elements.

RiassuNTo. — Si discute l’applicazione di un procedimento per «differenza al-
I’indietro » (« backward difference ») all’integrazione numerica nel tempo di leggi costi-
tutive elastoplastiche e se ne esaminano alcuni aspetti peculiari. Con riferimento a mo-
delli costitutivi isotropi per i quali le funzioni di snervamento dipendono dall’invariante
primo delle tensioni, dall’invariante secondo del deviatore delle tensioni e da opportune
variabili interne, si ricavano le relazioni non lineari implicite in termini di incrementi
finiti, relazioni che esprimono il legame costitutivo del materiale nel passo in base allo
schema di integrazione adottato. Coerentemente con tale schema si ricava ’espressione
del tensore dei moduli tangenti in una forma unificata che facilita 'implementazione in
codici di calcolo automatico.

1. INTRODUZIONE

Il comportamento dei materiali elastoplastici ¢ non reversibile o anolonomo
e pertanto la legge costitutiva deve essere espressa in termini di velocita di va-
riazione. Per ottenere una risposta in termini finiti risulta quindi necessario
eseguire una integrazione rispetto al tempo, inteso come variabile ordinatrice
degli eventi meccanici. Nell’analisi numerica di strutture o solidi in presenza
di non linearita fisiche del materiale & prassi comune suddividere la storia delle
azioni esterne in intervalli di tempo di ampiezza finita. Con riferimento ad un

(*) Nella seduta del 19 giugno 1987.
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generico intervallo, si suppongano note al suo inizio tensioni, deformazioni to-
tali (e plastiche) e variabili interne, nonché alla sua fine le deformazioni totali.
Cid che si vuole ottenere sono lo stato tensionale, il valore delle variabili interne
e l'incremento delle deformazioni plastiche che alla fine del passo, coerente-
mente con la legge costitutiva, corrispondono alle deformazioni totali note. La
determinazione di queste quantitd viene spesso indicata come «fase di corre-
zione », alludendo alla modifica dello stato tensionale effettuata in tale fase
rispetto allo stato di « tentativo» corrispondente attraverso la legge di Hooke
alle date deformazioni (totali) finali.

I contributi e le proposte su possibili tecniche di soluzione numerica ap-
prossimata per questo problema sono molteplici [1-7]. In alcuni casi, per mo-
delli particolarmente semplici, e sotto I'ipotesi che la velocita di variazione delle
deformazioni totali sia costante nel passo, sono state proposte delle soluzioni
analitiche [8-10]. Recentemente Ortiz e Popov [11] hanno sviluppato una trat-
tazione unificata di vari metodi raggruppabili nelle classi dei «trapezi genera-
lizzati » € del « punto di mezzo generalizzato» e ne hanno analizzato compara-
tivamente le prestazioni in termini di stabilita ed accuratezza. Da questa disa-
mina emerge come il metodo detto della « differenza all’indietro» (« backward
difference ») presenti accuratezza superiore a quella degli altri metodi e stabi-
lita incondizionata (per qualsiasi ampiezza di passo) ed indipendente dalla cur-
vatura della superficie di snervamento.

Una prima trattazione sistematica dell’integrazione di leggi costitutive ela-
stoplastiche con 'il metodo della differenza al’indietro si deve ad Hibbitt [12].
Pili recentemente ne & stata mostrata 'applicazione ad alcuni particolari mo-
delli costitutivi con incoraggianti risultati [13, 14]. Una significativa interpre-
tazione meccanica ¢ stata fornita da Martin et alii [15], che hanno mostrato
per certi modelli costitutivi come ’adozione del metodo equivalga ad assumere
una legge reversibile (olonoma) nel passo. L’originaria, intrinseca anolonomia
viene messa in conto solo all’inizio di ogni passo, quando si impone ésplicita-
mente/che le deformazioni plastiche accumulate non siano recuperabili allo sca-
rico. Al tendere all’infinito del numero dei passi (ovvero al tendere a zero della
loro ampiezza) appare lecito aspettarsi, anche se non a rigore dimostrato, che
la risposta tenda a coincidere con quella caratterizzata dall’effettivo comporta-
mento anolonomo [16]. Nel contesto pil limitato delle leggi costitutive con su-
perfici di snervamento lineari (o linearizzate) a tratti, un approccio simile ba-
sato sul concetto di analisi olonoma nel passo («stepwise holonomic analysis »)
era stato proposto da Maier [17, 18].

Quando P'analisi venga condotta in base a discretizzazione per elementi
finiti, 'integrazione rispetto al tempo della legge costitutiva ¢ generalmente ef-
fettuata in corrispondenza dei punti utilizzati per valutare numericamente gli
integrali nello spazio (di solito i punti di Gauss). La non linearita del legame
elastoplastico richiede, anche nell’ambito qui assunto di piccole deformazioni,
Padozione di un procedimento iterativo all’interno di ogni passo di carico. Se
lo schema iterativo & del tipo di Newton-Raphson, si possono distinguere due
fasi principali: fase di « previsione», nella quale si ottiene una stima degli spo-
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stamenti (e, attraverso il legame di congruenza, delle deformazioni totali) ri-
solvendo le equazioni governanti del sistema discretizzato linearizzate in un
intorno della situazione statica al termine dell’iterazione precedente; fase di
« correzione », gid descritta, che fornisce in base alla legge costitutiva integrata
il valore delle tensioni, delle variabili interne e delle deformazioni plastiche alla
fine del passo. Come dimostrato da Nagtegaal [19] e Simo e Taylor [20], se la
matrice di rigidezza tangente del materiale viene ottenuta coerentemente con
la legge costitutiva integrata e non si verificano scarichi, ¢ garantita la conver-
genza asintotica del secondo ordine propria dello schema iterativo alla Newton-
Raphson.

Nella presente nota si sviluppa il metodo della differenza all’indietro con
riferimento a modelli costitutivi elastoplastici isotropi dipendenti dallinvariante
primo delle tensioni, dall’invariante secondo del deviatore delle tensioni e da
opportune variabili interne. Per questi modelli si fornisce I’espressione esplicita
generale della matrice dei moduli tangenti per stati piani di deformazione. Si
mostra come essa possa essere espressa in una forma particolarmente adatta
all'implementazione in codici di calcolo automatico.

2. INTEGRAZIONE DI LEGGI COSTITUTIVE ELASTOPLASTICHE
CON IL METODO DELLA DIFFERENZA ALL’INDIETRO

Le relazioni seguenti rappresentano la classe alquanto generale di leggi co-
stitutive elastoplastiche (non necessariamente di tipo «associato») qui consi-
derata:

(2.1 a) 0.',” =Dtjhk(éhk‘—é}€k) i,j,h,k =1 g oo -,3
. ) s hy)
(2.1 b) s{;:ﬁﬂ’i—"ﬂxa a=1,...,95y=1,....,m
ao'ij
(2.1¢) By = Qoo (15 » 1) P n=1,...,m
(21 d’ e’f) (})a (th’hy) éo 5 j\ago 5 ‘J."a).\a =0

In queste formule ed in quanto segue un punto denota velocita di varia-
zione; vale la regola di somma di indici ripetuti nel monomio; ¢ indica il ten-
sore di («piccola») deformazione totale e ¢f, quello delle deformazioni plasti-
che; o;; rappresenta il tensore degli sforzi di Cauchy; D;;;; ¢ il tensore isotropo
dei moduli elastici; le ¢, sono y funzioni di snervamento tali che la condizione
(2.1 d) definisca nello spazio delle tensioni la regione all’interno della quale il
comportamento del materiale ¢ lineare elastico; le g, rappresentano gli y po-
tenziali plastici il cui gradiente rispetto alle tensioni fornisce la direzione istan-
tanea delle deformazioni plastiche; %, sono m variabili interne che tengono
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conto della storia deformativa plastica del materiale; A, sono y moltiplicatori
plastici.

Si suddivida la storia di azioni esterne cui & assoggettata la struttura o so-
lido in intervalli di tempo (ordinativo) e si faccia riferimento all’(z + 1)-esimo
intervallo (compreso tra gli istanti #* e t"*1), Applicando il metodo della diffe-
renza all’indietro alle (2.1) si ottiene:

(2.2 a) 0;;-+1 = Dijhk (8;:?;1 —_— 8},;;: —_ Asﬁk)
a n+1 R hn+1
(2.2 b) Ack = % (% » 177 A,
aG,',j
2.2¢) Ahy = goq (11T, HH) AR,
(224, e,f) ba (L, B0 5 AN=0 5 $,Ax, =0.

I valori finali delle variabili sono parte integrante della soluzione tranne
che per le deformazioni totali finali che sono assegnate. Pertanto le (2.2) co-
stituiscono un insieme di relazioni implicite la cui risoluzione richiede in ge-
nerale un procedimento iterativo. Il problema (2.2) pud anche essere formulato
come problema’di ottimizzazione nella seguente forma:

2.3 a) min {— b (534" (%), 15 (A1) 403

@

sotto le condizioni:
(2.3 b) 0 <0 3 AN =0 (x,8=1,...,%)

dove le funzioni off'(Ax) e A (A)) sono definite in modo implicito
dalle (2.2).

Se e solo se il minimo della (2.3) vale zero, le soluzioni dei problemi (2.2)
e (2.3) coincidono. Nel caso particolare in cui la legge di scorrimento (2.1 b)
sia associata, si abbia y =m, an'=HaB = Hp, = cost dove H,;AXA, sia
una forma quadratica definita positiva e le funzioni di snervamento dipendano
linearmente dalle variabili interne, le relazioni (2.2) vengono a coincidere con

le condizioni di minimo della seguente funzione quadratica (strettamente) con-
vessa:

| (1 1
(2.4 a) a.l:nlAl'; {—2— Dijlllk G'ijchk — Gjj (eij _— 33-'1) + 7 HGB A}\txA)‘B}
1’ "

sotto le condizioni:

’ (24 b) 4’« (th ’ A)\a) = 0



UmMBERTO PEREGO, Metodo della differenza all’indietro, ecc. 79

Risolvendo il problema (2.4) con un algoritmo di programmazione non
lineare si ottengono tensioni e moltiplicatori plastici al tempo #"+!.

Alternativamente, partendo dalle tensioni di tentativo o} = D, <fi?, si
puod adottare un procedimento euristico per tentativi che fornisca gli 7 modi
plastici attivi al termine del passo. Cid consente di soddisfare le condizioni
(2.2.¢,f) e di considerare la (2.2 d) direttamente con il segno di uguaglianza
limitando la variabilitd di « ai soli modi attivabili nel tentativo corrente. Si &
cosi ricondotti alla soluzione di un sistema non lineare definito dalle (2.2 4, b, ¢)
e (2.2d), quest’ultima presa con il segno di uguaglianza, nelle 12 + m + 7
incognite 0'3-“ , Aeg , Ak, , AX,. Questo sistema pud essere risolto iterativa-
mente (per ogni punto di Gauss e per ogni iterazione all’interno di ogni passo
di carico) utilizzando uno dei vari metodi numerici disponibili in letteratura.
Appare pertanto fin d’ora come sia da attendersi in generale nel metodo della
differenza all’indietro un notevole onere di calcolo accanto alla migliore accu-
ratezza e stabilitd indicate per es. in [11].

Rilevante interesse presentano i modelli isotropi in cui I'invariante terzo
delle tensioni non intervenga nella legge costitutiva. In particolare si assuma
che questa coinvolga, oltre che variabili interne, solamente I'invariante primo
delle tensioni e I'invariante secondo del deviatore delle tensioni. Per gli sviluppi
successivi ¢ opportuno definire le seguenti quantita:

(2.5 a) O = 1
3
(250) $ij =0 — Omdij
(250) ——
€ 8;’-
(2.5 d) e,-,- = e,-]- —_— ”3 J

dove §;; ¢ il delta di Kronecker (3;; =1 per¢ =j ; §;; =0 per i £j), s;; ed ¢;;
rappresentano rispettivamente le componenti deviatoriche dei tensori di sforzo
e deformazione, ¢, la componente idrostatica di tensione ed ¢, la compo-
nente di deformazione volumetrica. Il legame elastico lineare espresso nelle
quantita sopra definite si scrive:

(2.6 a) om =K (av - sg)
(2.6 b) $;; =2 G (e;;—eP)

dove K ¢ il modulo volumetrico e G il modulo tangenziale. In seguito si fara
anche uso delle variabili:

(2.7 a) s = V;— Sij Sij



80 Atti Acc. Lincei Rend. fis. ~ S. VIII, vol. LXXXII, 1988, fasc. 1

1
@7b) e =[5 @ —eap e —ean|f
(2.7 ¢) e* =gt —eln
(2.7 d) E;; =eft —eft

dove s & la radice quadrata dell’invariante secondo del deviatore di tensione.

Le equazioni (2.2), modificate in base alla notazione sopra introdotta, si scri-
vono:

(2.8 a) sE1 =2GE;; — 2 G Ael;
(2.8%) ol =Ke* —K Ac?

) n+1 s n+1 s hntl
28¢) At = 2= 6 o T s,

as,'j
o) n+1 n+1 71+1
(2.8 d) Asg — ga (‘Y ’ Gm ’ h"{ ) A)\a
06 1

(2.8 ¢) Ak, = gp (s, 6271, BT A,
2.8, 2, k) ba (™, G B S0 5 A0 5 bl =0

Si definiscono le seguenti quantitd «di tentativo »:

(2.9 a) st =2GEy;
|
(2.9 b) st =2Ge*.

Come osservato in [10] & facile verificare che in base alle (2.8):

t

st E..

(2.10) Sl = L gl = g
v st e*

Cio significa che nello spazio delle componenti deviatoriche, utilizzando il
metodo della differenza all’indietro, il ritorno sulla superficie di snervamento
avviene nella stessa direzione del vettore che rappresenta lo stato tensionale
di tentativo. Questa considerazione permette di semplificare notevolmente i
calcoli. E infatti possibile ridurre a due le variabili di tensione da determinare,
e pil precisamente 67" ed s"*1. Da queste, facendo uso delle (2.10) e (2.5 4, b),
si calcolano facilmente tutte le componenti del tensore di sforzo.
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Supponendo di conoscere a priori quali saranno i modi attivi al termine
del passo, le (2.8) si riducono al seguente sistema di equazioni non lineari:

(2.1 a) il =g — G B Ay
os
2.11 ) ot = Ke* — K B% A,
aO'm
(2.11¢) Ah, = g,q (71, a7, BTH) AR,
(led) ¢a(sn+lycz‘+l,hz+l) =0 ) (OC =1,,j7)

Qualora le funzioni di snervamento fossero lineari negli invarianti e si
adottasse inoltre una legge di incrudimento lineare, il sistema (2.11) diventerebbe
lineare e risolubile in forma chiusa. Questa condizione particolarmente favo-
revole si presenta in realthd anche per modelli di frequente impiego quali i mo-
delli imperniati sui criteri di von Mises e di Drucker-Prager con incrudimento
lineare [14]. In questi casi il metodo della differenza all’indietro diventa molto
conveniente anche dal punto di vista dell’onere computazionale.

La specializzazione di questo procedimento al caso di problemi piani nelle
deformazioni o assialsimmetrici ¢ immediata essendo sufficiente ridurre di uno
il campo di variabilita degli indici 7,7, 4 e k. Per problemi piani nelle tensioni
¢ invece necessario aggiungere esplicitamente il vincolo che la tensione nelle
terza direzione sia nulla. In termini di componenti deviatoriche e idrostatica
questo vincolo si puo scrivere:

(2.12) Sy — S3s - O =0

L’aggiunta di una nuova equazione ¢ compensata dall’introduzione di una
ulteriore incognita: la deformazione totale nella terza direzione che non puo
essere assegnata durante la fase di previsione. Queste modifiche comunque, oltre
alla complicazione formale ed all’onere aggiuntivo, non presentano ulteriori
difficolta concettuali.

3. DETERMINAZIONE DELL’OPERATORE TANGENTE

Come accennato nell’Introduzione, qualora si intenda applicare il metodo
di Newton-Raphson in una analisi ad elementi finiti conservando la conver-
genza asintotica del secondo ordine, ¢ necessario valutare la matrice di rigidezza
tangente del materiale in modo coerente con lo schema di integrazione adottato.
16 significa porre:

(3.1) D =

6. - RENDICONTI 1988, vol. LXXXII, fasc. 1.
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dove le derivate concernono le funzioni che legano le tensioni alle deforma-
zioni totali, come definite implicitamente dalle (2.2). Anche in questo caso si
possono ottenere alcune semplificazioni se le funzioni di snervamento non di-
pendono dall’invariante terzo delle tensioni.

La (3.1) pud essere espressa nella forma:

b0 Emem(EE ),
* e (o v P )7 (ol
dove:
(33a,b) Bl by ek =
(B3¢, d) ais,,k s, 66:2; _ phsqk_smsshk

Ricordando la (2.10) si puod scrivere:

05rs E,s os
34 ==
(342) Os, e* Og,
Os s de* E;,s 05 0e*
345 " =_"_(5 3, e*—E, o
(3.48) Depq e’“( ¥ ¢* — Ery Depy e* Oe* Oep,
dove:
Oe* E
3.5 . = P
(3:3) Bepq 2¢*
Analogamente:
(3.6) Oom _ dom Ey
' Oepy  Oe* 2e*

Restano ora da calcolare, in base al modello costitutivo considerato, sola-

. Oom Oom Os Os .
mente le 4 derivate ——, —— ,—, —— . Negli sviluppi seguenti, per mag-
aSv ’ ae* » 630 ’ ae* g pp g ’ ’ p g
giore chiarezza e semplicita, si fard espressamente riferimento a problemi piani
nelle deformazioni, essendo inteso che la generalizzazione a problemi caratte-

rizzati da diverse morfologie, non presenta difficolta.
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In questo caso gli indici ¢,7,k,k,7,s,p,q variano tra 1 e 2 e la (3.5)
si modifica come segue:

Oe* _qu + Ekk Spq
depy 2e*

(3.7)

Nelle utilizzazioni pratiche conviene fare uso della notazione matriciale.
Si definiscono percio i seguenti vettori:

(3.8 a) 6T = {6y, Ga3, 13, Oa3}
(3.8 b) €T = {en, €23, Y12+ S0}
(3.8¢) sT={s;, 52,53, Cm}
(3.8 d) eT = {ey, €a9, 105 €.} -

Sia De? la matrice quadrata (di 4° ordine) che raccoglie le componenti del
tensore dei moduli tangenti D, . Si ha:

do O 0Os Oe

. Dep= —
(3.9) 0eT 0sT BeT 8eT
con:
1 001 2/3 —1/3 0 —1/3
0 101 —1/3 2530 —1/3
(3.10 a, b) a"T = ; a.; =
Os 0 010 e 0 01/2 0
—1—101 1 10 1

C,+ Co(2E: + EEp) C,(E% + 2E, Eyy) 2C,E E, C,E,

Bs C,(2E; Ey + EL) C,+ C,(EyyEp +2EZ) 2C,EE;;  CyEy
oeT Co(2E Ejy + EyEyp) Co(EqE + Ep Epy) C,+2CE4 CGE,
Ci(2E; + Ep) C, (Ey + 2Ey) 2C,E, C,

(3.10 c)

In base alle (3.9) e (3.10), la matrice Der assume l’espressione (3.11) (¥,
Come si pud notare, perché la matrice Der sia simmetrica, ¢ necessario che si
verifichi la condizione C; =C,.

(1) L’equazione (3.11) & riportata in fondo al testo, su pagina separata, per mo-
tivi di spazio.
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Nella derivazione della (3.10¢) si ¢ posto:

1 Os
(3.12(1, b) Cl -—'e—*‘ , C2 zm <ée—* e*'—"'3>
S 1 G, __ Ooy
Bi2ede C=ma i G=gaaw + G~

(4

E opportuno sottolineare come, in virtl di quanto precede, il calcolo della
matrice tangente sia ricondotto alla valutazione dei 5 coefficienti C, (¢ =1,
..5). Ad un risultato analogo si perviene anche nel caso tridimensionale.
O, Oom Os Os
B, ~ 0e* ' Gc,’ de*
colare queste derivate si considerino le variazioni prime delle (211 a, b, ¢, d)
qui indicate col simbolo 8 (essendo § riservato al simbolo di Kronecker):

. Per cal-

2, 2
(3.13@)  Oo, —Kde, —K aag; A0, — K aa B pnds

m G OS

82
K28 Ay oan, — K e ap,

9, OAR, — ¢ Y o6
_ 0%, %,
(3.13 b) 0s =2 Goe* — G 5500, A\ O6,— G 3t A\,Os +
& g4 %
_ s Ay oAk, — G = 9A
G Os 0Ah, Ab O, — G Os ha
(3.13¢c) 0Ak, — 2% Ay 86, + q’w Anges + 2 A\ DA, + g, 8N
T B, 0Ah, e
3 S EX
3.13d 3 * Boy - 2 g5 4 O0a gAp, =0
( ) by = %, om T &ty va

Dalle (3.13 ¢) e (3.13 d) si ricavano dAk, e 9AX, . Dalla (3.13 ¢) si ottiene:

9, 0¢,a 0¢a
. — Yna e Ay 0 LOAN, .
(3.14) AR, (s,w A Ax) = ABoy, + 1% Adgs + ¢,

Y Cm

. -1
Ponendo B,, = <8m,— 01 A)\> e sostituendo nella (3.13 d) si ha;

Ak,
— a‘ba a‘ba aqnﬁ > (ad)a
(3.15) a¢a_(a g B o 9y) B0 (5 +

b, a .
+ aAd)h B'Y'n gnﬁ Alﬁ) os + 4) BY‘n s aA)‘B =0.
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La (3.15) puo essere vista come un sistema di equazioni lineari nelle inco-
gnite variazioni 8A)\,. Risolvendolo si ottiene:

(3.16) 0N, = aydoy, + byOs

dove si ¢ posto:

Odg ) o ob 9q.,:
3-17 == = | —— B B (3 = B n- .
(3.17 a) a, (aAhY o Qe <6’o-m + 3ar Bonpe m\)

g g 3¢ 0.,z
31756 b, =—|—28B 8 B,, == A\ ).
( ) « (aAhY anna) ( &~ T Ve o xs>

Analogamente, le variazioni delle variabili interne sono ottenute sostituen-

do la (3.16) nella (3.14):

(3.18) 0Ah, = m., Bo,, + n, s

dove si ¢ posto:

(3.19 @) m, =B, (%q}_ Ay + g, aa)
(3.193) n, =B, (agm Ay + ga b ) .

Sostituendo la (3.16) e la (3.18) nelle (3.13 a4, b) si giunge al seguente siste-
ma lineare:

(3.20 ) <1+Kaf“m+K & £ )\amY+K58‘g—°‘—aaacm-

O6,, OAR, G o
0%, - og )
=Ko, — K & AN+ —— 2% Ap, = p.) s
= ( c,,,as + aa,,, aAh Bhatty + 5.

0%, g,
(3.20 b) <1+G Mot G b Mo, 4G

G (2B py, 4 P
(asaa,,, Aa t o%s 0Ah,

% ba> B =2 G de* -
Os

aa,) o6,

Le eq. (3.20), con evidente significato dei nuovi simboli, possono essere
riscritte nella forma pili compatta:

(3.21 @) d; %0, + d;08 = Koe,
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(3-21 b) dZ]aGm + dzzas =2 Gae* .

Risolvendo rispetto a 96, € Os, si ottiene:

(322 ) 80, — - (Kdgy Be, — 2 Gd Be*)
- w
(3.225) 8s = L (— Kdy 9, + 2 Gdy, 3%
w

dove si ¢ posto:

1

3.23 . S
( ) d11d22 - d12d2l

Dalle (3.22) si ricavano facilmente le derivate cercate:

do Kd o6 2Gd
324a,b LA 22 ; mo__ 12
(3:24 a, b) ¢, W Oe* w
(3.24c, d) o __Kdy . & _2Gdy
- Oc w T %e* | w

5. CONCLUSIONI

In questa nota si¢ studiato il metodo della differenza all’indietro per I'in-
tegrazione numerica nel tempo di leggi costitutive elastoplastiche alquanto ge-
nerali con particolare riguardo a modelli isotropi non dipendenti dall’invariante
- terzo delle tensioni. Si ¢ mostrato come all’interno di un generico intervallo di
tempo ordinativo nell’evoluzione del sistema (« passo di carico ») la fase di cor-
rezione possa essere formulata sotto certe condizioni, invero piuttosto restrit-
tive, come un problema di programmazione non lineare, il che pud semplificare
la identificazione dei modi «attivi» nel passo.

Per analisi numeriche condotte con discretizzazione spaziale agli elementi
finiti e con lo schema iterativo di Newton-Raphson, ¢ stato presentato un pro-
cedimento per il calcolo della matrice tangente del materiale. Questo procedi-
mento & coerente con il metodo adottato per 'integrazione della legge costitu-
tiva elastoplastica, e pertanto risulta conservata la proprietd di convergenza
asintotica del secondo ordine, tipica del metodo di Newton-Raphson. La ma-
trice tangente & stata generata in una forma unificata che richiede solamente la
valutazione di cinque coefficienti funzioni delle variabili alla fine del passo con-
siderato.
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La sperimentazione numerica condotta in base ai risultati qui esposti, pre-
sentata in altra sede [14], appare incoraggiante e tale da mettere in evidenza la
loro utilita nella meccanica computazionale dei sistemi elastoplastici.
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