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Algebra. — Sulle partizioni dei p-gruppi finiti. Nota <•> di VIR­

GILIO PANNONE, presentata dal Socio G. ZAPPA. 

ABSTRACT. — On the partitions of finite p-groups. Partitions of finite ^-groups 
are investigated,) especially equipartitions. In § 3 we prove that the ^-groups of maxi­
mal class may only admit the elementary equipartition. In § 4 we generalize to the 
^-groups of submaximal class. 

KEY WORDS: Group-partitions; ^-groups of submaximal class. 

RIASSUNTO. — Si studiano le partizioni dei ^-gruppi finiti e, in particolare, le 
equipartizioni. Si danno risultati sulle equipartizioni dei ^-gruppi di classe submassimale. 

§ 1. INTRODUZIONE 

Sia G un gruppo finito. Una partizione di G sarà una famiglia H = {Ha, 
. . . , H J di sottogruppi di G tale che: 

(*) Pervenuta all'Accademia il 18 settembre 1987, 

1. - RENDICONTI 1988, voi. LXXXII, fase. 1. 
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(i) H ^ J l } , H i 7 £ G ( * = l , . . . , t ) 

(ii) H < n H , = {1} (i ,j = 1 , . . . , *; M i ) 

(iii) u H « = G . 
1 = 1 

I sottogruppi H$ saranno detti componenti della partizione. Una partizione 
sarà detta equipartizione se tutte le componenti hanno un medesimo ordine. In­
fine, per partizione àbeliana si intenderà una partizione le cui componenti sono 
gruppi abeliani. 

Risultati di R. Baer ( [1 ,2 , 3]), O. Kegel ([4]), M. Suzuki ([5 ,6]) con­
sentono di affermare che un gruppo finito il quale ammetta una partizione o è 
isomorfo a S 4 , oppure appartiene ad almeno una delle seguenti classi: 

a) gruppi di Frobenius, 

b) gruppi di Hughes-Thompson, 

e) gruppi di Suzuki G (q) , 

d) gruppi di PGL ( 2 , ^ ) , 

e) gruppi PSL (2,p), 

f) Sgruppi. 
Si può dimostrare che i gruppi delle classi (a) — (e) ammettono effettiva­

mente delle partizioni, mentre non tutti i ^-gruppi lo fanno: si consideri, come 
esempio di gruppo non ciclico, il gruppo abeliano Zp X Zp*. 

I primi studi sulle partizioni dei gruppi finiti riguardano proprio il caso 
abeliano: G.A. Miller ([7], 1906) e P. Kontorovich ([8], 1939) hanno indipen­
dentemente dimostrato che se un gruppo finito abeliano ammette una parti­
zione allora esso è un ^-gruppo non ciclico di esponente p . Il viceversa è ba­
nalmente vero per ogni ^-gruppo non ciclico di esponente p (abeliano o non): 
sia, infatti, G un tale gruppo; una partizione, qui detta elementare, è allora data 
ovviamente dalla famiglia di tutti i sottogruppi di ordine p . Se in più G è abe­
liano, si può dimostrare che, posto | G | =pn, per ogni k divisore proprio di 
n, G ammette pure equipartizioni con componenti d'ordine ph . 

Nel caso G sia un ^-gruppo di esponente p , ma non abeliano, non è im­
mediato stabilire quando esso ammetta anche equipartizioni non elementari. 

In taluni casi la risposta è affermativa. Una classe di esempi è stata fornita 
da I.M. Isaacs ([9]). Egli ha dimostrato che, per ogni m > 2 , il gruppo delle 
matrici m X m unitriangolari con elementi nel campo di ordine ph, con k in­
tero positivo e m < p, ammette una equipartizione àbeliana con componenti 
d'ordine ph. 

Una particolarità di questi esempi è che la classe di nilpotenza del gruppo 
è « piccola » in rapporto all'ordine, ed è pertanto naturale chiedersi se per p-
gruppi « fortemente » non abeliani continuino ad esservi equipartizioni diverse 
da quella elementare (che, ovviamente, esiste se e solo se il ^-gruppo ha espo­
nente p). 
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Ciò motiva all'analisi dei ^-gruppi di classe massimale e, più in generale, 
di classe submassimale, definiti nel § 2. 

In questa nota si dimostra (§3) che i ^-gruppi di classe massimale (con 
qualche restrizione sul primo p) non ammettono equipartizioni tranne, al più, 
quella elementare. Il risultato è poi generalizzato nel §4. 

Le dimostrazioni fanno uso della teoria esposta in N. Blackburn [10] e, 
specificamente, delle proprietà dei centralizzanti di elementi opportunamente 
scelti. 

Tutti i gruppi considerati nel seguito sono ^-gruppi finiti. 

§ 2 . ^-GRUPPI DI CLASSE SUBMASSIMALE 

DEFINIZIONE. Un p-gruppo G è detto di classe submassimale se la sua serie 
centrale inferiore 

G = Y o (G) > Y , ( G ) > . . . > Ym-!(G) > Y » ( G ) ={1} 

soddisfa: 

(i) m — 1 > 3 

(ii) I Y ì ( G ) : Y W ( G ) | = A ( f = 2 , . . . f m - l ) . 

Nella notazione adottata, la classe di nilpotenza di G è m — 1 . Si porrà, 
inoltre, | G | —pn e | G : Y2 (G) | =pno. È noto che per ogni ^-gruppo non 
abeliano si ha n0 > 2 . G sarà detto di classe massimale se esso è di classe sub­
massimale ed n0 = 2 . 

Esempi di gruppi di classe submassimale possono trovarsi in [10] (dove 
essi sono denotati con il simbolo CF (m ,n ,p)) . 

Dal Lemma 2.5 di [10] discende, in particolare, il seguente enunciato: 

LEMMA 2.1. Per ogni i e {3 , . . . , m — 1} , sia K^ il centralizzante di 

T ì - I ( G ) / / Y ì + I ( G ) in G/yi+1(G). Si definiscaci ponendo K{ =Ki//yi+1(G). 

Allora, si ha : | G : K^ | =p . 

Dalla definizione di K3 segue che G ZD K3 Z> Y2(G). Perciò K3 è anche 
denotato con il simbolo Yi ( G ) . . 

Il seguente Lemma raccoglie alcune proprietà dei centralizzanti che sono 
utilizzate nelle dimostrazioni dei teoremi del § 3 e del § 4. 

LEMMA 2.3. Sia G di classe submassimale, e sia m — 1 la classe di G. Si 
assuma m — 1 < 2p . 

Se m — 1 è > 3 e dispari, allora, per ogni s<$ Yi ( G ) U Km_! si ha: 

à) \CG(s)\ =p*o 
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c) c G (s) n n (G) = c G (s) nzOT_a (G) 

d) C G ( , ) r i Y 2 ( G ) = Y m - l ( G ) . 

Se m — le pari, oppure se m — 1 = 3 , allora y3 (G) = Km_x e le prece-
denti valgono per ogni s$ Yi (G). 

§3 . EQUIPARTIZIONI DEI ^-GRUPPI DI- CLASSE MASSIMALE 

Utilizzando i lemmi precedenti, possiamo stabilire il seguente risultato: 

TEOREMA 1. Sia G m p-gruppo di ordine pn e classe massimale. Si assu­
ma n— 1 < 2p . 

Sia II = {Kx, . . . , H t} una partizione di G . 

Allora, tra le componenti di II ve ne sono almeno pn~x — pn~% — pn~z di or­

dine p . Se n — 1 è pari, ve ne sono almeno p*1"1 — pn~z. 

In particolare, G non ammette equipartizioni tranne, al più, quella ele­

mentare. 

Dimostrazione. Si richiami innanzitutto che per i gruppi di classe massi­
male si ha Zi (G) = Yn-i (G) (i = 0 , . . . , n — 2) ([10], Lemma 2.2). In par­
ticolare, Z (G) = Vn-i (G) e quindi | Z (G) | =p . Pertanto Z (G) è tutto con­
tenuto in una sola componente, che assumeremo essere H x . 

Dimostriamo per cominciare che se H e II , H -^ H* , H ^ Yi (G) \^j K n _ j , 
allora è | H | =p. 

Sia se H , s$ Yi ( G ) U K ^ - I • Essendo n — 1 < 2p , dal Lemma 2.3 segue 
che | C G ( * ) | =p*: 

Inoltre C G (s) => ( s ) Z (H) Z (G) , onde \[s)Z (H) Z (G) | < p 2 . 

B ) a H n H 1 = { l } , si ha: ((*) Z(H))nZ(G) ={1} . 
Quindi, essendo | ( s ) Z (H) Z (G) | < ^ 2 , deve aversi \(s)Z(H)\ <p, 

e così s e Z (H) . Ma allora si ha: CG (s) => H • Z (G) e quindi | H • Z (G) | < 
< /> 2 , da cui risulta | H | = p . 

(Se | Hx | =pn~1, allora per ogni H G I I , H ^ Hlt si deve avere | H | = 
= p , e così vi sono in tal caso pn-x componenti d'ordine p , quindi il Teorema. 
Assumeremo, pertanto, che | H^ | < pn~2) . 

Un minorante per il numero di componenti di ordine p può essere allora 
dato stimando il numero X di componenti H e U tali che H ^L Hx e H $ Yi (G) U 

Per X abbiamo: 

X > (p - 1)-M G - (Yl (G)u K„_;u HO | 

= (P -1)-1 {I G - (Yl (G)u Kft_0 I - I H, | + | Hxn (n (G)u K»-0 1} • 



VIRGILIO P ANNONE, Sulle partizioni dei p-gruppi finiti 

Si calcola immediatamente che: 

rp-*(p-l) 8eYl(G)=K l l.1 

|G-(Yi(G)uK l l-OI =< 

Cpn~x se Hj e Y l (G) 

I ^ n C r ^ G j u K ^ ) | > | ̂ n Y I ( G ) I =\ 
{\n.\jp s e H ^ Yl(G) 

Quindi: X >p n ~ x —pn~2 —pn-s . 

Se n — 1 è pari, dal Lemma 2.3 si ha: Y l (G) = Kn_x e quindi X ̂ >pn~x — 

— pn~*. Q.E.D. 

§4. EQUIPARTIZIONI DEI GRUPPI DI CLASSE SUBMASSIMALE 

La dimostrazione del Teorema 1 del § 3 non può ripetersi, così com'è, 

quando G non sia di classe massimale. In tal caso, infatti, può facilmente di­

mostrarsi che è | CG (x) | > ps per ogni x e G . Tuttavia, utilizzando anche le 

b), e), d) del Lemma 2.3 non è difficile ottenere il seguente risultato, la cui 

dimostrazione, per brevità, è omessa. 

TEOREMA 2. Sia G un p-gruppo di classe submassimale. Sia m — 1 la classe 

di G e si assuma che m — 1 < 2 p . 

Allora G non ammette equipartizioni tranne, al più, quella elementare. 
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