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Calcolo delle variazioni. — Limiti di problemi di Dirichlet non-
lineari in domini variabili. Nota di GiaNN1 DAL Maso e ANNELIESE
DEFrRANCESCHI, presentata ) dal Socio E. DE GIORGL

ABSTRACT. — Limits of nonlinear Dirichlet problems in varying domains. We
study the limit behaviour of sequences of nonlinear variational problems in varying open
sets with Dirichlet boundary conditions. The main tools used in this investigation
are the notions of I'-convergence and of nonlinear p-capacity.

Key Worbps: Perturbed Dirichlet problems; Variational convergence; Nonlinear
capacity; Homogenization.

RiassuNTo. — Si studia il comportamento limite di successioni di problemi va-
riazionali nonlineari con condizioni al contorno di Dirichlet su aperti variabili. I prin-
cipali strumenti usati in questa ricerca sono le nozioni di I'-convergenza e di y-capacita
nonlineare.

1. INTRODUZIONE

In questa nota studiamo il comportamento limite di successioni di pro-
blemi di minimo in aperti con cavitd del tipo

(1.1) min {ff(x,Du)dx—}— fgudx},

weHLP(q-E
eH, n) a-E, Q-E,

dove Q ¢ un aperto limitato di R*»,n > 2, (E;) & una successione di chiusi
di Q, f(x,£) ¢ convessa e pmogenea di grado p rispetto a §, 1 <p <n, e g
appartiene ad LYQ), 1/p+ 1jg=1.

I principali strumenti utilizzati in questa ricerca sono la teoria della I'-con-
vergenza (vedi [13], [12], [1]), i risultati sui limiti di problemi di minimo con
ostacoli (vedi [6], [7], [2], [8]) e la nozione di capacitd associata alla funzione f,
definita da

12) C'(f,K)=inf{ff(x,Du) dx 1 ue C1(Q), u_>_1suK}

per ogni compatto K di Q.

(*) Nella seduta del 14 febbraio 1987.



112 Atti Acc. Lincei Rend. fis. - S. VIII, vol. LXXXI, 1987, fasc. 2

Mostreremo, infatti, che il comportamento, per s — co, della successione
my, (g) dei valori minimi del problema (1.1) ¢ legato alle proprieta delle fun-
zioni d’insieme «’ e «’ definite da

o« (K) =liminf C(f,K NE) , o (K)=limsupC(f,K N Es)

h—>o0 © h—o

per ogni compatto K < Q. Piu precisamente, i Teoremi 2.2 e 3.10 assicurano
che, se

(1.3)  sup{«’ (K) : K compatto, K= A} = sup {«"" (K) : K compatto , K< A}

per ogni aperto A< Q, allora esiste una misura positiva w su Q tale che la suc-
cessione m;, (g) converga, per & — co, verso il valore minimo m (g) del problema

(1.4) | min {ff(x,Du)dx—{—f Eu|”dy.+fgudx}

ueH}P(Q)

per ogni ge L?(Q). Inoltre il Teorema 3.10 fornisce una formula che per-
mette di calcolare p. a partire da o', nell’ipotesi che valga la (1.3).

Nel caso p=2 ed f(x,£)= | £ |*, risultati di questo genere sono stati
ottenuti in [11], cui si rinvia per un’ampia bibliografia sull’argomento. La suf-
ficienza della condizione (1.3) e la relativa formula per ottenere y da «’ sono
state dimostrate con metodi probabilistici in [4], nell’ipotesi che la misura p -~
abbia potenziale localmente limitato. Una dimostrazione non probabilistica, va-
lida per ogni misura p , & stata ottenuta in [9] usando tecniche di I'-convergenza.

Nel caso p 2 gli unici risultati a nostra conoscenza in letteratura sono
due esempi in cui gli insiemie E, hanno struttura periodica ([2], Capitolo 5
e [15], Capitolo 4.2).

La dimostrazione del Teorema 3.9 comparira in [10]. Gli altri risultati di
questa nota saranno dimostrati in un lavoro di prossima pubblicazione.

2. UN Teorema p1 COMPATTEZZA

Sia Q un aperto limitato di R*, n > 2, e sia p un numero reale con 1 <
< p < n. Indichiamo con & (Q) , Z (Q) e A" (Q) rispettivamente I'insieme degli
aperti, dei boreliani e dei compatti di Q.

Denotiamo con C, la capacita di grado p definita, per ogni Ke 2 (Q), da

C,,(K):inf{f[Dcp]pdx:cpe Cr(Q), o =1su K}
Q



G. DAL Maso e A. DEFRANCESCHI, Limiti di problemi di Dirichlet, ecc. 113

La definizione di C, viene estesa ad ogni A €./ (Q) ponendo
C,(A) =sup{C,(K): Ke X (Q),Kc A},
ed ad ogni sottoinsieme E di Q ponendo
C,(E)=inf {C,(A) : Ac s/ (Q), Ec A}.

Diciamo che una proprieta P (x) vale p-quasi avunque su E (abbreviato

p-g.0. su E) se esiste Z< E, con C,(Z) =0, tale che P (x) sia verificata da
ogni xe E—Z.

Diciamo che un insieme U< Q & p-quasi aperto in Q se per ogni ¢ >0

esiste Ae o/ (Q) tale che C,(UAA) <e, dove A indica la differenza sim-
metrica.

Per ogni ue H¥? (Q) e per ogni xe Q il valore puntuale u (x) sard scelto
in modo che valganole disuguaglianze

1 1
limi dy < <li —_
imind ey [ 40V <u < ImsuPlBr(x)le()u(y)dy’

r—>0 7—>0
+ B (x) +

dove B,(x) = {ye R*: |x —y | <7} e | B,(¥) | indica la misura di Lebesgue
di B,(x). Con tale convenzione il valore puntuale u(x) ¢ determinato p-g.o.
su Q.

Indichiamo con ., (Q) la classe di tutte le misure di Borel p su Q tali
che p.(B) =0 per ogni Be #(Q) con C,(B) = 0. Ricordiamo che una mi-
sura di Borel su Q ¢ una funzione d’insieme p. : #(Q) — [0, + co] numerabil-
mente additiva e tale che p(g)=0.

Un esemipio importante di elementi della classe.#, (Q) & dato dalle misure
cog del tipo

0 se C,(ENB)=0,
2.1) oo (B) = {
+ oo se C,(EMNB)>0,

dove E & un arbitrario sottoinsieme di Q.

Fissiamo una funzione f: Q X R* -~ R e due costanti 0 < ¢, < ¢, < + 0.
Supponiamo che siano soddisfatte le seguenti condizioni:

(2.2) f(x, &) ¢ misurabile in x, convessa e p-omogenea in &;

(23) alEP<f(x,8) <cy|E|? per ogni (x,E)e Q X R~
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Nel segulto studieremo la dipendenza da p.€ ./, (Q) delle soluzioni di pro-
blemi di minimo della forma

2.4) min {ff(x Du)dx—}—f]u]?’dp,—{—fgudx}

ueH1 P(A)

dove Ae s/ (Q) e ge L2(Q), 1/p 4+ 1/g=1. Il legame tra i problemi di tipo
(2.4) e quelli di tipo (1.1), considerati nell’introduzione, ¢ dato dal fatto che,
se .= oog, ed A= Q, allora i problemi (1.1) e (2.4) hanno lo stesso valore
minimo per ogni ge L7(Q).

Per studiare la dipendenza da pe ., (Q) delle soluzioni di (2.4), introdu-
ciamo sull’insieme ., (Q) la nozione di vy,-convergenza, definita in termini di
[-convergenza dei corrispondenti funzionali

:[f(x,Du)dx—l—z[luwd“'

DerFINIZIONE 2.1. Sia (u,) una successione in M,(Q) e sia pc M,(Q).
Diremo che (u) v;-converge a . se per ogni A e o (Q) sono soddisfatte le seguenti
condizioni :

(a) per ogni ue Hy? (A) e per ogni successione (uy) in Hy? (A) convergente
ad u in L? (A) si ha

ff(x,Du)dx-}—flu |"d_y.Sliminf{ff(x,Duh)dx—l-flu,, I”dy.h} ;
A A oo by A

(D) per ogni ue HY? (A) esiste una successione (up) in Hy? (A) conver-
gente ad u in L? (A) tale che

ff(x,Du)dx—l—fluP’dy. 2limsup{ff(x,Duh)dx+f|uh l"dp.h}.
A A o A

Nel caso p =2 ed f(x,£) = |E|?, la y;-convergenza coincide con la vy-
convergenza introdotta in [11] e studiata successivamente in [5], [3], [9].

Da teoremi generali sulla I'-convergenza si ottiene immediatamente un ri-
sultato riguardante la convergenza dei problemi di minimo della forma (2.4).

Per ogni ue #,(Q), Ae L (Q) e ge L2(A), indichiamo con m (n, g, A),
e M (u,g,A) rispettivamente il valore minimo e I'insieme dei punti di mini-
mo del problema (2.4). Si puo allora dimostrare il seguente teorema.
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TEOREMA 2.2. Sia (pp) una successione in M, (Q) +y,-convergente a e
€ My(Q). Allora per ogni Ae s/ (Q) e per ogni ge LI(A) valgono le seguenti
proprieta : '

(a) }}imfn(v-h &, A)=m(u,g,A);

(b) per agni intorno U di M (u, g, A) in L?(A) esiste ke N tale che
M (ur,8,A)< U per ogni h > k.

Il seguente Teorema ¢ il principale risultato di questo capitolo.

TroreMA 2.3.  Ogni successione (un) in M, (Q) ha una sottosuccessione (ony)
che v ;-converge ad una misura y della classe M, (Q) .

Vale inoltre la seguente proprieta.

TEOREMA 2.4. La vyp-convergenza su M, (Q) é metrizzabile.

3. T-CoNVERGENZA E CONVERGENZA DELLE p-CAPACITA
In questo capitolo affrontiamo il seguente problema: data una successione
{un) in A, (Q), stabilire se (uz) y;-converge ed individuare la misura limite a
partire dalle informazioni disponibili sulla funzione f e sulla successione (us).

A tale scopo, seguendo [11], introduciamo per ogni Be #(Q) la w-capacita
di B, rispetto ad f, definita da

31)  C(f,u,B)= min {ff(x,Du)dx—{—fll——-ulde.}.
Q B

ueHy?(Q)

Notiamo che, se Ke & (Q) e u & la misura oo, definita in (2.1), allora
C(f,p,K) coincide con la capacita C(f, K) introdotta in (1.2).

Valgono allora i seguentj risultati.

TroreMA 3.1, Sia (us) una successione in M, (Q) vy -convergente a pe
ey (Q). Allora

C(f,u,K) <liminf C(f, s, A)
h—>00

C(fyp,A) =limsup C(f,p,K)
h—»00

per ogni Ae A (Q) e per ogni Ke o (Q) con Ke A,
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CoroLLARIO 3.2. Sia (w;) una successione in Mpy(Q) v ;-convergente a
we M, (Q). Allara

(3.2)  sup liminf C(f, un, K) = sup limsup C (f, u, K) = C (f, u, A)
KCA h—oo KCA h—oo

per ogni Ae o7 (Q).

Per individuare la funzione d’insieme C (f, ., *) su tutti i boreliani di Q,
introduciamo una classe di misure contenuta nella classe ., (Q).

DeriNizioNE 3.3, [ndichiamo con .//ZZ(Q) la classe di tutte le misure e
€M, (Q) tali che

(3.3) . (B) = inf {. (U) : U boreliano p-quasi aperto, B < U}
per ogni Be #(Q).

DeriNizioNE 3.4. Sia ue M, (Q) . Indichiamo con p* la funzione d’in-
steme definita da

w* (B) = inf {. (U) : U boreliano p-quasi aperto, B < U}
per ogni Be #(Q).
OsservAZIONE 3.5. Per ogni pe #,(Q) la funzione d’insieme p* & una

misura di Borel ed appartiene a ., (Q). Inoltre per ogni Ae ./ (Q) ed ue
€ H? (A) vale 'uguaglianza

[lulpdeL:{!uI”du*,

dunque C(f, p,A)=C(f,pn*,A) per ogni Aec o/ (Q).

OsservAzZIONE 3.6. Dall’osservazione precedente e dalla definizione di
Ys-convergenza segue che () y;-converge a p. se € solo se () yy~converge a u*.

Dall’osservazione 3.5 si ricava il seguente risultato.
ProrosizioNE 3.7. Per ogni yc€ M, (Q) e per ogni Be B (Q) si ha

(3.4) C(f,u*,B) = inf {C(f,u*,A) :Aco(Q),Bc A} =
=inf{C(f,u,A):Ae/(Q),Bc A}.
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OsservAzZIONE 3.8. Se (us) y,-converge a ., il Corollario 3.2 e la Pro-
posizione 3.7 ci permettono di determinare la funzione d’insieme C(f, u*, *)

su #(Q) a partire dalla conoscenza della successione C (f, s, K) per ogni
Kex (Q).

Il seguente Teorema fornisce un mezzo per ricostruire la misura p. a par-

tire dalla sua p-capacita C(f, u, ).

TrOREMA 3.9. Sia p.e M, (Q). Allora y. & la minima funzione superadditiva
maggiore o uguale a C (f, ., ) su #(Q) . Ne segue che per ogni Be % (Q) si ha

p (B) = sup gl C(fsu,By),

dove lestremo superiore é fatto sulla famiglia delle partizioni finite (B;);.; di B
costituite da insiemi boreliani.

Sia (us) una successione di misure in %, (Q). Per ogni Ke o (Q) defi-
niamo

o (K) = liminf C(f,us, K),
h—>c0

o (K) = lim sup C (£, s, K) .
h—>00

Per ogni A€ sZ(Q) siano

B (A) =sup{a' (K): Ke x (Q),Kc A},
B’ (A) =sup{«” (K) : Ke # (Q),Kc A}.

Infine per ogni Be # (Q) poniamo
(3.5) B’ (B) =inf{p' (A):Aes(Q),Bc A},
(3.6) " (B) =inf {B" (A) : Aec/(Q),Bc A}.

Il seguente Teorema stabilisce 'equivalenza tra la y;-convergenza di una

successione di misure () in #,(Q) e la convergenza debole (nel senso di [14])
delle corrispondenti capacita C(f, us, -).

TroremA 3.10. Sia (u,) una successione in M, (Q) ¢ siano B’ e B’ le fun-
zioni d’insieme definite in (3.5) e (3.6). Allora (uy) ys-converge ad una misura
we M, (Q) se e solo se B’ = B su B (Q). In tal caso, per ogni Be B (Q) si ha
8 (B) = 8" (B) = C(f, u*, B) e dungue

w*(B)=sup 3 8 (B),

el

dove DPestremo superiore & fatto sulla famiglia delle partizioni fimite (B;);; di B
costituite da insiemi boveliani.
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