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Atti Acc. Lincei Rend. fis.
(8), LXXXI (1987), pp. 15-22

Teoria degli insiemi. — Universalita, Super-universalita, pseudo-
modelli, relazioni di pseudo-universo e tecniche elementari. Nota @ di
Massimo "CLAVELLI, presentata dal Corrisp. E. De Gioral.

ABsTRACT. — Universality, Superuniversality, pseudo-models, relations of pseudo-
universe and elementary techniques. Various principles of universality are studied within
a Fraenkel-Mostowski-type set theory. Only ‘‘ elementary ” techniques, such as per-
mutations of the universe and direct limits, are used. The notions of ‘‘ pseudo-uni-
versal relation ” and ‘ pseudo-model > are introduced and studied in connection with
the properties of universality and superuniversality.

KEy woRDs: Superuniversality; Universality; Pseudo-models.

RiassunTo. — Vengono studiati vari principi di universalitd in un sistema del
tipo Fraenkel-Mostowski. Vengono usate solo tecniche elementari, quali permutazioni
dell’universo e limiti diretti. Le nozioni di «relazione di pseudo-universo » e di « pseudo
modello » vengono introdotte e studiate in connessione con le proprieta di universalita
e superuniversalita.

1. INTRODUZIONE

I principi di libera costruzione, di cui i principi di universalitd sono un
caso particolare, sembrano assumere un’importanza crescente nell’ambito
delle ricerche riguardanti nuove presentazioni dei fondamenti della mate-
matica.

Il preblema che si affronta nel presente lavoro ¢ lo studio dei principi
e delle proprieta di universaliti in un sistema del tipo Fraenkel-Mostowski senza
assioma di fondazione e con I’assioma della scelta, mediante 'uso di tecniche
tipo permutazioni dell’universo e limiti diretti.

Queste tecniche possono essere dette elementari in confronto alle tecni-
che usate da altri autori per dimostrare la consistenza relativa del principio
di superuniversalita (vedi in particolare [2] e [6]).

In particolare si ottiene, tra 1’altro, una nuova dimostrazione della con-
sistenza relativa del principio di superuniversalita.

Le dimostrazioni complete appariranno in un articolo attualmente in pre-
parazione.

(*) Pervenuta all’Accademia il 9 ottobre 1986.
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2. DEFINIZIONI

2.0. ZF e ZF° sono le usuali teorie degli insiemi con e senza fonda-
zione cosi come sono definiti, ad esempio, su [5] pag. 10-11. Per Fo MC (Fraen-
kel-Mostowski con scelta e senza fondazione) intendo un sistema che ha lo
stesso linguaggio di ZF con in pil la costante ¢ e comprende gli assiomi del
duetto, dell’'unione, dell’infinito e di rimpiazzamento cosi come sono enun-
ciati su [5] pag. 10-11, oltre agli assiomi dell’insieme vuoto, delle parti, di
estensionality debole, di pienezza urelementare e I'assioma C di scelta cosi
come sono enunciati qui di seguito.

2.0.1. Assioma dell’insieme vuoto: Vx (x ¢ o).
2.0.2. Assioma delle parti: Vx Iy (=92 V(3 = x& 3t (t€ 2))) «>z€ y).
2.0.3. Estensionalita debole: (Vx (x€ y <> x€ 2) & Ix (xe y)) =y =2.

2.0.4. Pienezza urelementare: « ogni insieme € equipotente a un insieme
di urelementi». (Per urelementi si intendono gli oggetti, diversi dal @, a cui
non appartengono altri oggetti).

Estensionalita debole e pienezza urelementare servono per garantire I'esi-
stenza di una « grande » quantita di urelementi.

N

2.0.5. Scelta (assioma C): «Ogni insieme & equipotente a un ordinale »

ZFo e ZF con l'aggiunta dell’assioma C, verranno denotati al solito
rispettivamente con ZFeC e ZFC.

Si prendera in considerazione anche il seguente assioma di inaccessibilita:

2.0.6. Assioma Inac: «ogni ordinale appartiene a un cardinale inac-
cessibile ».

FoMC, ZFo, ZFoC ,ZF e ZFC con l'aggiunta di Inac verranno deno-
tati rispettivamente con FeMC.Inac, ZFoInac, ZFoC.Inac, ZF.Inac e ZFC.
Inac.

2.1. Per relazione si intende una terna (A, B,C) con C-= A X B; nelle
relazioni che verranno usate in questo lavoro, si avra sempre B = {x/3y ((y, x) €
€ C)}; A verra detto prima proiezione, B seconda proiezione, A (U B ambiente
della relazione. Al solito, se = (A, B, C) & una relazione con x 7y si intende
(x,y)e C. Si dice che una relazione s= (A, B, C) ¢ «restrizione transitiva»
di una relazione r=(A’,B’,C’) se AcA’",B= B ,CcC e (xryAye
€eAUB)=xsy.

2.2. Se r & una relazione, con A #(r) (atomi di 7) intendo I'insieme dei ¢
dell’ambiente di 7, tali che I x (x72).
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2.3. Una relazione 7 viene detta una « ristretta 'dell’appartenenza » quan-
do x7y = xe€ y; viene detta «insiemisticamente transitiva» se, per gli y ap-
partenenti all’ambiente di 7, si ha xe y =xry.

2.4. Sia r una relazione, se a appartiene alla seconda proiezione di 7, si
definisce la «7-chiusura transitiva» di @ (r —¢7c(a)) come segue; x€ r —
—trc(a) se x=a oppure esistono ¥,,...,y, tali che y;ry;y, x=2y, €
a=7y,.

2.5. Sia » una relazione, si dice che » & « benfondata », se non esiste nes-
suna funzione f, definita su N, tale che f(n 4 1)7f(n) per ne N.

2.6. Sia r una relazione, si dice che r ¢ « debolmente estensionale », se
(Ve(zrx<e>2ry)&3Iz(37rx)) ==x=1y si dice che r & «fortemente esten-
sionale » (o che verifica la proprieta di « estensionalita forte ») se Vz (37 x <>
<> ITY) = x =Y.

2.7. Sia r una relazione, si dice che r verifica la « proprieta delle parti»,
se per ogni x appartenente al’ambiente di 7, esiste un y appartenente all’am-
biente di 7, tale che Vo (vru =ovrx) <> ury.

2.8. Proprieta di «rimpiazzamento assoluto» per una relazione 7:

« Se f & una funzione avente dominio contenuto in {x/x 7 y} per un qual-
che y appartenente alla seconda proiezione di » e avente immagine contenuta
nell’ambiente di 7, allora esiste uno z appartenente all’ambiente di 7, tale che
trz e Ix (2 =f(x))»

2.9. Due relazioni r, s vengono dette «strutturalmente isomorfe mediante
I'isomorfismo f» quando f ¢ una funzione biunivoca dall’ambiente di r sul-
I'ambiente di s tale che x 7y <= f(x) s f(y).

2.10. Siardo 7 ed s relazioni, la funzione f viene detta un «isomorfismo
strutturale da 7 sotto s», se 7 € strutturalmente isomorfa a una restrizione tran-
sitiva di s mediante I’isomorfismo f; f si dice una «immersione» da 7 in s (ed
7 «immerso » in s), se f & un isomorfismo strutturale da » sotto s e f ristretto
ad At (r) & Pidentita.

2.11. Una relazione s’ si dice « comparabile » con una relazione 7, se la
cardinalita dell’ambiente di s* & minore o uguale di quella del’ambiente di 7
e s’ & restrizione transitiva di una relazione s t.c. |At(s)| < |Azt(r) |, vale
Ve Iy (I {t/tsx} | < | {t/try}|) ed esiste x tale che I'ambiente di s sia uguale
ad s —trc(x). '

2.12. Una relazione r viene detta « omogenea» in una relazione s, se 7
¢ restrizione transitiva di s e inoltre si verifica quanto segue: per ogni b appar-
tenente alla seconda proiezione di 7 e ogni @ contenuto in r —¢ 7 ¢ (b) e tran-
sitivo rispetto ad » (cio¢ (yrx& x€ a) =>y<c a) e ogni g, c tali che g sia una

2. - RENDICONTI 1987, vol. LXXXI, fasc. 1-3.
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funzione biunivoca da a su ¢ , ¢ sia contenuto nell’ambiente di » e sia transi-
tivo rispetto ad 7 , (x,y€ a& xry)«=>g (x)rg(y) e g & lidentitd su At (r)U
Ma, esistono f,d tali che f sia una funzione biunivoca da r —z7c(d) su
s —trc(d) che ristretta ad a sia uguale a g e tale che (x,yer —trc(b) &

xry) <= f(x)sf ()

2.13. Per « pseudo-modello» (di teoria degli insiemi) si intende una re-
lazione debolmente estensionale verificante la proprieta di rimpiazzamento as-
soluto.

2.14. Una relazione viene detta « di pseudo-universo» se & una ristretta
dell’appartenenza insiemisticamente transitiva ed € uno pseudo-modello.

2.15. Il termine pseudo-universo & giustificato dalla seguente definizione;
un insieme U si dice pseudo-universo se verifica le seguenti proprieta:

(a) se a ¢ un insieme appartenente ad U ed f una funzione avente do-
minio non vuoto contenuto in ¢ e immagine contenuta in U, allora I'immagine
di f appartiene ad U (rimpiazzamento rispetto a funzioni anche esterne).

(6) U ¢ transitivo

(Si verifica che una ristretta dell’appartenenza insiemisticamente transitiva
¢ una relazione di pseudo-universo sse il suo ambiente & uno pseudo-universo).

2.16. Uno pseudo-modello si dice «inaccessibile» se la cardinalitd del
suo ambiente € inaccessibile.

2.17. Sia 7 uno pseudo-modello, a il suo ambiente, sia F una funzione
biunivoca da @ su a (una tale funzione verra detta permutazione di r); si defi-

niscono allora le due relazioni - (F) 7 - ed - 7 (F). aventi lo stesso ambiente di 7,
come segue:

(@) x - (F)r -y sse F(x)ry (permutato sinistro di » mediante F);
() x -7 (F) -y sse x7 F(y) (permutato destro di » mediante F).

2.18. Sia r uno pseudo-modello, si definisce Ord () (I'ordinale di 7) come
I'unione degli ordinali rappresentanti buoni ordinamenti, rappresentati anche
da restrizioni transitive di . Questa definizione, nel caso in cui 7 sia una re--
lazione di pseudo-universo tale che @ € At (r), coincide con quella di estremo
superiore degli ordinali appartenenti all’ambiente di 7.

2.19. Uno pseudo-modello 7 si dice « buono», se esiste una permuta-
zione H di 7, tale che -7 (H) - sia benfondata, e inoltre vale una delle due se-
guenti proprieta:

(@) Ord(r) ¢ regolare, Ord (r) ¢ un cardinale pili che numerabile e

P ({y/y r x}), per x appartenente alla seconda proiezione di r, abbia cardina-
lita minore di quella del’ambiente di 7.
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(b)) P (Ord(r) Uw) ha cardinalita minore o uguale di quella dell’am-
biente di 7.

2.20. Si considerino le coppie della forma (7, a), dove r ¢ una relazione
estensionale ed a un elemento della sua seconda proiezione: li si chiami « pseu-
do-insiemi ».

Due pseudo-insiemi (7, a) ed (s, b) si dicono dello stesso « tipo », se 7 ri-
stretta a r-t 7 ¢ (a) ¢ strutturalmente isomorfa ad s ristretta a s-¢r c (b).

Cosi si stabilisce una relazione di equivalenza tra gli pseudo-insiemi.

3. PRINCIPI E PROPRIETA DI UNIVERSALITA

Si espongono ora in termini di relazioni i principi e le proprieta di uni-
versalita; essi riguardano la possibilita, date certe relazioni, di rappresentarle
come strutturalmente isomorfe a delle ristrette dell’appartenenza insiemistica-
mente transitive.

3.1. Ude (principio di universaliti):
« Ogni relazione debolmente estensionale & strutturalmente isomorfa a una

ristretta dell’appartenenza insiemisticamente transitiva». Un rafforzamento na-
turale di Ude ¢ il seguente:

3.2. SUde (principio di superuniversalita):

« Sia data una relazione debolmente estensionale 7 ed una ristretta dell’ap-
partenenza insiemisticamente transitiva s che sia restrizione transitiva di 7, al-
lora 7 ¢ strutturalmente isomorfa a una ristretta dell’appartenenza insiemisti-
camente transitiva mediante una funzione, che ristretta all’ambiente di s, &
I'identita ».

Gli assiomi di universalita U, e di superuniversalita S, introdotti in [2],
si ottengono, in ambiente fortemente estensionale, rispettivamente da Ude e
SUde, limitandosi a considerare relazioni fortemente estensionali.

Nel caso in cui si considerino teorie degli insiemi con urelementi (ad esem-
pio nell’analisi non-standard o in parecchie teorie anche recenti dei fondamenti
della matematica), risulta particolarmente interessante il seguente principio
intermedio tra i due precedenti:

3.3. Us (Universalitd superatomica):

« Sia data una relazione debolmente estensionale » ed un insieme a di ure-
lementi contenuto in A £ (7), allora » & strutturalmente isomorfa a una ristretta
dell’appartenenza insiemisticamente transitiva, mediante una funzione che ri-
stretta ad a ¢ l'identita ».

Le proprieta di universalita sono la relativizzazione alle relazioni dei prin-
cipi di universalith, siamo interessati a dette proprieta per le relazioni esten-
sionali (debolmente o fortemente) e particolarmente per gli pseudo-modelli.
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3.4. Proprieta di universalita (locale) per una relazione r:
« Se s ¢ una relazione debolmente estensionale comparabile con 7, s & strut-
turalmente isomorfa a una restrizione transitiva di 7 ».

3.5. Proprieta di superuniversalita per una relazione 7:
«Sia data una relazione s debolmente estensionale, comparabile con r
e tale che A ¢ (r) infinito implichi | A2 (s) | < | A£(r) |, e sia ¢ una restrizione
transitiva sia di 7 che di s; allora ¢’¢ un isomorfismo strutturale da s sotto 7,
che ristretto all’ambiente di ¢, &€ 'identitd ».

3.6. Proprieta di universalita superatomica per una relazione 7:
«Sia data una relazione s debolmente estensionale, comparabile con r
e tale che At(r) infinito implichi |Az(s) | <|At(r)|, e sia @ un insieme
contenuto in Az (r) e in At (s); allora ¢’¢ un isomorfismo strutturale da s sotto
r, che ristretto ad @, & 'identitd ».

4. PROPOSIZIONI, PRIMI RISULTATI E LEMMI

4.1. PROPOSIZIONE. (a) Sia r uno pseudo-modello fissato. Allora ogni per-
mutato sinistro di r & strutturalmente isomorfo a qualche permutato destro di r;
e viceversa ;

(b) Tutti i permutati destri e sinistri di uno pseudo-modello r sono pseudo-
modelli ; se in pits v verifica la proprieta delle parti o di estensionalita forte, anche
1 suot permutati la verificano.

4.2. TEOREMA. Sia r uno pseudomodello benfondato, sia s una relazione
debolmente estensionale, avente cardinalita dell’ambiente minare o uguale a quella
dell’ambiente di r e tale che ¥x Iy (|{t[tsx} | < |{t/try} |), sia t una funzione
iniettiva da A t(s) in At (v); allora esiste una permutazione ¥ di r e un isomor-
fismo strutturale da s sotto -r (F) - che estende t.

4.3. Osservazione. La tesi del Teorema 4.2 continua a valere se all’ipo-
tesi che 7 sia benfondato, si sostituisce l’ipotesi che esista una permutazione
G .di 7, tale che -7(G) - sia benfondato.

4.4.: LEMMA. Sia dato uno pseudo-modella r buono e inaccessibile, allora
esiste una permutazione G di r, ed uno pseudo-modello s, omogenea in s, tale che
r sia immerso in s ed s sia immerso in -r(G) -.

Inoltre s verifica le proprieta delle parti o di estensionalita sse r rispettiva-
mente le verifica.

4.5. Lemma. Sta r uno pseudo-modello buono, si consideri un rappresen-
tante (s, a) per ogni tipo di pseudo-insieme avente un rappresentante della forma
(+7(F) -, b); allora la somma delle cardinalita delle s-tr c (a) dei detti rappre-
sentanti (s , a) é uguale alla cardinalita dell’ ambiente di r.
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4.6. Lemma. Sia r uno pseudo-modello buono, si consider: un rappresen-
tante (s, a) con s comparabile con r, per ogni tipo di pseudo-insieme per cui una
tale rappresentazione esiste ; allora la somma delle cardinalita delle s — tr ¢ (a)
di detti rappresentanti (s, a) & uguale alla cardinalita dell’ambiente di r.

5. IL TEOREMA PRINCIPALE E I SUOI COROLLARI
Il principale risultato di questa nota ¢ il seguente:

5.1. TEOREMA. (a) Sia r uno pseudo-modello buone, allora esiste uno
pseuda-modello s, permutato di r, tale che r sia immerso in s, ed s verifichi la pro-
prieia di universalitd, ma non quella di superuniversalita.

(b) Se r & uno pseudo-modello buano e inaccessibile, esiste una pseudo-
modello s, verificante la proprieta di superuniversalita, ed una permutazione G
di r, tali che r é immerso in s’ ed s’ & immerso in -7 (G) -

(c) s ed s verificana la proprieta delle parti o di estensionalita sse dette
proprieta sono rispettivamente verificate da r.

5.2. Osservazione. Se vale il principio di superuniversalita si verifica
quanto segue:

(@) Se r & una relazione di pseudo-universo buona, esiste una relazione
di pseudo-universo s, tale che » & restrizione transitiva di s, s verifica la pro-
prieta di universalita, ma non quella di superuniversalita, ed & strutturalmente
isomorfa a uno pseudo-modello permutato di 7. '

(b) Se r & una relazione di pseudo-universo buona e inaccessibile, esiste
una relazione di pseudo-universo s’, verificante la proprietd di superuniversa-
lit, ed una permutazione G di 7, tali che r & restrizione transitiva di s’ ed s’
¢ immerso in -7 (G) -.

(c) s ed s verificano le proprietd delle parti o di estensionalita sse 7 ri-
spettivamente le verifica.

5.3. CoroLLARIO. Se ZF é consistente, allora sona consistenti Fo MC +
+ Ude + nonSde ¢ ZFeC 4 U, + non S.

5.4. COROLLARIO.

Se ZF -+ «esiste un inaccessibile » é consistente, allora sono consistenti anche

FoMC + Sde e ZFo C 1+ S.

5.5. CoroLrAriO. Se ZF. Inac ¢ )consistente, allora sono consistenti anche
FoMC. Inac 4 Sde e ZFe C. Inac + S.

5.6. Nota. I Corollari 5.4. ¢ 5.5. possono essere confrontati con i risul-
tati ottenuti in [2] e in [6].
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Da detti articoli segue in particolare la seguente proposizione: « Se ZF
¢ consistente, allora FO MC + Sde ¢ ZFo C 4 S sona consistenti », leggermente
piu forte del Corollario 5.4.

Dai medesimi articoli, dimostrando gli opportuni teoremi di conservazione

della «struttura dei cardinali», si pud ottenere come caso particolare il Corol-
lario 5.5.

Va perd osservato che nel presente lavoro i Corollari 5.4. e 5.5. sono otte-
nuti con tecniche pit elementari.

Infine la seconda parte del Corollario 5.3. segue ad esempio da [1], mentre
la prima parte pud ottenersi mediante una riscrittura debolmente estensionale

del medesimo articolo, la dimostrazione soggiacente al presente lavoro & perd
originale.

5.7. Esercizio. Ude puo essere leggermente rafforzato, formulando un
assioma Ude 4 che assegni al o un ruolo privilegiato rispetto agli urelementi.
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