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Fisica matematica. — Esistenza e unicità della soluzione nella 
statica di solidi termoelastici incomprimibili W. Nota di GIOVAM­

BATTISTA AMENDOLA (••) e ADELE MANES (•••), presentata <****> dal 
Corrisp. T. MANACORDA. 

SUMMARY. — In this work we prove that the thermoelastic equilibrium problem 
in the context of the linear theory for thermoelastic incompressible solids has one and 
only one solution. 

1. INTRODUZIONE 

In questo lavoro si studia l'esistenza e l'unicità della soluzione per i pro­
blemi al contorno relativi alle equazioni linearizzate della statica dei solidi ter­
moelastici incomprimibili esaminati in [1]. I risultati ottenuti valgono anche 
per le corrispondenti equazioni, ricavate da T. Manacorda in [2], per i solidi 
termoelastici incomprimibili nel senso di Signorini [3], per la formale coinci­
denza delle equazioni. 

La presenza di un vincolo di incomprimibilità comporta, com'è noto, l'in­
troduzione di una nuova funzione incognita, come un moltiplicatore di Lagran­
ge: una pressione indeterminata p. Essa compare, in particolare, nell'espres­
sione del tensore degli sforzi come una parte isotropa; un termine analogo, nella 
stessa espressione, è dovuto alla temperatura per i solidi termoelastici in 
esame [1]. Dal momento che quando si assegna la temperatura sul contorno 
del solido termoelastico, si dà automaticamente anche quella parte del tensore 
degli sforzi ad essa legata; nello stesso modo, essendo p una funzione armonica 
nella statica dei solidi qui considerati, si può pensare di assegnare la parte dello 
sforzo isotropo dovuta a p, considerando questa come una pressione imposta 
dall'esterno. 

La particolare natura del sistema di equazioni differenziali permette di 
risolvere il problema termico e quello nella pressione, legata alla incomprimibilità 
dei solidi in esame, indipendentemente da quello negli spostamenti. Per que­
st'ultimo, nell'ambito della teoria variazionale degli operatori alle derivate par-
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ziali, si costruisce una forma integro-differenziale legata al sistema delle rima­
nenti equazioni e si studia il problema utilizzando il teorema di Lax-Milgram 
e le classiche maggiorazioni di Poincaré e di Korn. 

Per problemi analoghi a quello studiato in questa nota, si rimanda in par­
ticolare ai lavori di S. Campanato [4], di C M . Dafermos [6] e per la teoria ge­
nerale al volume di J.L. Lions e E. Magenes [9]. 

2. PRELIMINARI 

Le equazioni linearizzate della statica dei solidi termoelastici incomprimi­
bili, introdotti in [1], possono essere ricavate direttamente dalle equazioni che 
regolano la termoelasticità linearizzata di tali corpi. Nel caso di solidi omo­
genei ed isotropi esse assumono la seguente forma (v. (6.20) di [1]). 

[JLAM + (X + (JL) grad div u — L grad 6 — cr grad^> — 0 , 

(2.1) A0 = Q, 

a div u ==i — a 0 , 

in assenza di forze di massa e di sorgenti termiche. 

In queste [i, A , L , G (^ 0) ed a sono costanti caratteristiche del materiale, 
la prima delle quali può essere supposta positiva ((x > 0), in base alle considera­
zioni finali di [1] sulla propagazione di onde di accelerazione in tali solidi; u è 
il vettore spostamento linearizzato, 0 è la variazione della temperatura nei punti 
del solido rispetto alla temperatura uniforme della configurazione di riferimento 
e p è il parametro che dà lo sforzo dovuto al vincolo di incomprimibilità (v. (3.2), 
(3.8) di [1]) anch'esso linearizzato. 

Riportiamo inoltre l'espressione linearizzata del tensore degli sforzi (v. 
(6.14) di [1]). 

(2.2) T = 2 (J.E + (X div u — L6 — ap) 1 , 

dove 

(2.3) • E = 1 /2 [grad u + (grad « n 

è il tensore di deformazione, anch'esso linearizzato. 

È importante osservare, anche per il seguito, che dalle (2.1) si ottengono 
facilmente alcune conseguenze differenziali; infatti, applicando l'operatore di 
Laplace alla (2.1)3 e tenendo conto dell'armonicità di 0, segue che 

(2.4) A div u =* 0 , 
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inoltre, calcolando il rotore e la divergenza della (2.1)x , si ha 

(2.5) A r o t w ^ O e A/> = 0 , 

infine, sempre dalla (2.1)x, con l'operatore di Laplace si ricava 

(2.6) A A M ^ O . 

In definitiva, continuano a valere anche per i solidi incomprimibili in esame 
gli stessi risultati che, come è beri noto, sono validi per i solidi elastici omo­
genei ed isotropi e cioè le relazioni {2.4), (2.5^ e (2.6) [8]. Sussiste inoltre la 
(2.5)2 che esprime l'importante conseguenza delParmonicità di p, condizione 
questa che ci sarà particolarmente utile nel seguito. 

3. CONDIZIONI AL CONTORNO 

Sia ^ il solido termoelastico incomprimibile per il quale valgono le (2.1). 
Indichiamo con C la regione regolare limitata di R3 occupata da ^ , con 8C 
il contorno di tale regione e con n la normale esterna nei punti di 8C. Siano 
inoltre dx C e 82 C due parti disgiunte di 8C, tali che 8C = ; 8X C \ j 82 C e 

8;cn8ìc==;0. 
Ciò premesso, osserviamo che le funzioni incognite che compaiono nel si­

stema di equazioni differenziali (2.1) sono lo spostamento u, la temperatura 8 
e la pressione p. Per ciascuna di tali grandezze è possibile associare al sistema 
(2.1) delle condizioni al contorno di diversa natura, ottenendo così problemi 
con dati del tipo di Dirichlet, di Neumann e misto. Dal punto di vista fisico 
però solo alcuni di tali problemi hanno interesse, per cui noi ci occuperemo solo 
di questi osservando che i risultati ottenuti continuano ad essere formalmente 
validi anche per quei problemi che non sono trattati esplicitamente. 

Assumiamo pertanto le seguenti condizioni al contorno 

(3.1) 0 = 0 oppure dQ/dn=^h su 8C 

e 

(3.2) p=.p su 8 C , 

dove 0 , h e p sono funzioni note dei punti di 8C, inoltre 

(3.3) u=^ù su d±C e Tw = t su 82 C , 

ù e t essendo due vettori definiti su dt C e 82 C rispettivamente. 
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Le (3.1) esprimono le due possibilità che si presentano nei problemi termici 
e cioè con la (3.1)! si assegna la temperatura sul contorno di C mentre con la 
(3.1)2 si impone una condizione sul flusso di calore, che attraversa 8C e che, 
in base alla (6.17) di [1], è espresso da q • n — k grad 0 • n e quindi dalla (3.1)2. 

La condizione (3.2) relati va. a p è giustificata dall'incomprimibilità del so­
lido, per la quale si ha una nuova funzione incognita, rispetto al caso di solidi 
comprimibili, ma anche una terza equazione a disposizione [v. (2.1)]. 

4. ESISTENZA E UNICITà 

Indichiamo con H 1 (C) lo spazio di Sobolev delle funzioni definite su C, 
di quadrato sommabile insieme con le derivate prime, con il prodotto scalare 

(4.1) (u , v) =i I uv dC + I grad u . grad v dC Vu ,ve H1 (C) 

e e 

e la norma ad esso associata 

(4.2) u ||2 = ; f u* dC + f grad u . grad u dC Vu e H 1 (C) . 

Siano inoltre H1/2 (8C) lo spazio di Sobolev frazionario delle tracce y0 (u) 
sul bordo di C degli elementi di H 1 (C)e H-1/2 (8C) lo spazio di Sobolev, duale 
di H1/2 (8C), delle tracce relative all'operatore di bordo y1(u)=^ du/dn. Ricor­
diamo che Yo indica l'applicazione lineare definita su H1 (C) a valori in L2 OC) 
tale che se u e 2 (C), lo spazio delle distribuzioni definite su C, allora y0 (u) =* 
==: WjaC ; in maniera analoga si definisce yi > purché dC sia dotato di normale 
quasi ovunque (basta per questo che la frontiera sia localmente lipshitziana). 

Osserviamo ora che, in base alla (2.1)2 e alla conseguente (2.5)2, possiamo 
considerare, indipendentemente da M, i problemi relativi a 0 e p, che possono 
essere studiati separatamente. 

4. a) Problema nella temperatura. 

Avendo assegnato come condizioni al contorno le (3.1), il problema termico 
consiste nel risolvere il seguente problema di Dirichlet 

(4.3) A 6 = ; 0 in C , 8 = 6 su 8C 

se si assume la (3.1^ , oppure il problema di Neumann 

(4.4) A 6 = ; 0 in C , dQ/dn=^h su dC 

se si considera la (3.1)2 come conçlizione al contorno. 
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Il primo di questi due problemi, espresso dalle (4.3), ammette, come è 
noto, una e una sola soluzione ^6 H1 (C) se si suppone che 6 e H1/2 (3C). 

Per quanto riguarda il secondo problema (4.4), osserviamo innanzi tutto 
che la funzione h assegnata sul bordo di C non può essere arbitraria in quanto 
essa deve verificare la seguente condizione di compatibilità 

(4.5) (hdv^O, 

dC 

in base al noto risultato che il flusso del gradiente di una funzione armonica 
attraverso la frontiera è nullo. D'altra parte la soluzione del problema di Neu­
mann non è unica, dal momento che, se 0 è una soluzione del problema (4.4) 
allora è anche soluzione dello stesso problema ogni altra funzione che diffe­
risca da 6 per una costante. Tuttavia, se si assume una ulteriore condizione su 
6 quale 

(4.6) f e d e r o , 
e 

la soluzione di (4.4) è univocamente determinata. In definitiva il problema (4.4) 
con le condizioni (4.5) e (4.6) ammette una e una sola soluzione 0e V== 

=* j e G H^C): f 8 d C = ï 0 l purché h appartenga allo spazio H - ^ a C ) . 

e 

4. b) Problema nella pressione. 
Î 

In maniera analoga al problema (4.3) si risolve anche il problema nella 
pressione, dal momento che, in virtù della (2.5)2,^> deve necessariamente essere 
armonica in C e, tenendo conto della (3.2), deve essere soluzione di un problema 
analogo a quello espresso dalle (4.3) e cioè di 

(4.7) Â> = 0 in C, p=*p su dC . 

Ne segue dunque che esiste una e una sola soluzione ^ e H 1 ( C ) se 
pelì^(dC). 

4. e) Problemi negli spostamenti. 

Avendo già risolto i problemi in 0 e p, se si tiene conto del fatto che il primo 
membro della (2.1X è la divergenza di T, espresso dalla (2.2), il problema negli 
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spostamenti assume la seguente forma 

— div E = , — — i 7 - X + L ) g r a d ë + cr g r a d p \ , 

(4.8) 

div u =i 6 , 
a 

con le condizioni al contorno 

(3.3) u =i ù su 6X C e Tw = t su 82 C , 

dove 8 e | ) sono le soluzioni dei problemi nella temperatura e nella pressione e 
appartengono a H 1 (C). 

Osserviamo che assegnare gli sforzi (3.3)2 su 92C, ir* base alla (2.2), equi­
vale ad assegnare 

(4.9) En^^-{^+r^X + L)ë + # l n | su 62 C ; 

si può pertanto sostituire la (3.3)2 con 

(4.10) En^e su 82 C . 

Ovviamente se 8X C = 0 si ha il problema negli sforzi, se 62 C =* 0 si ha 
il problema negli spostamenti. 

Sia V un sottospazio chiuso di [H1 (C)]3 definito da un sistema di opera­
tori differenziali di bordo e da altre eventuali condizioni di compatibilità, V 
il duale di V e < F , u > il valore che assume il funzionale F e V in corri­
spondenza di MG V. 

Data la forma integro-differenziale definita in [H1 (C)]3 

(4.11) a (u , v) = I (E • grad v + div u div v) dC , 

dove E è data dalla (2.3), consideriamo il problema: trovare una funzione u è V 
tale che 

(4.12) a{Ui v)=^< F,v> WveV 
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con 

(4.13) <F ,*>= , r ~ J _ | p / X — 2y\ +L!gradi+ (7gradai. *dC + 
e 

— J-~6w. fd(j ( 1 ) 

G 
ac 

Osserviamo che, scegliendo opportunamente il sottospazio V di [H1 (C)]3, 
ogni soluzione classica di (4.8), con le condizioni (3.3^ e (4.10), è anche solu­
zione di (4.12); viceversa una soluzione generalizzata è soluzione classica solo 
nel caso che siano verificate certe condizioni di regolarità sui dati. Per dimo­
strare ciò basta moltiplicare scalarmente la (4.8) per (v, div v) con ve V e in­
tegrare per parti. 

Per studiare il problema espresso dalla (4.12) occorre pertanto definire 
esplicitamente lo spazio ambiente V al variare del tipo delle condizioni al con­
torno associate alle (4.8) e riportare al caso omogeneo i problemi con dati al 
bordo non nulli. 

Consideriamo dapprima il problema di Dirichlet negli spostamenti. Nel 
caso omogeneo si ha 

(4.14) u=,0 su 6C, 

per cui si sceglie V =; [HJ (C)]3 . 
Se invece 

(4.15) u =* u^ 0 su 8C con u e [IF/a (OC)]3, 

è possibile trovare una funzione gè [H1 (C)]3 tale che la sua traccia sul bordo 
di C sia u\ si considera quindi la funzione 

(4.16) w=^u— g i 

dove u è una soluzione del problema non omogeneo e si studia il seguente pro­
blema omogeneo: trovare una funzione %ve [Hj (C)]3 tale che 

(4.17) a(w,v)=*<F,v>—a(jg,v) Vv e [HJ (C)]3 . 

Per quanto riguarda il problema misto, nel caso omogeneo, se la parte di 
frontiera ô1 C è « sufficientemente grande » è possibile scegliere 

(4.18) V ^ { w e [I-F(C)]3: u=-0 su dx C} ; 

(1) Gli integrali al secondo membro della (4.13) hanno senso in quanto Q e p sono 
elementi di H 1 (C). 
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nel caso non omogeneo si può procedere come per il problema negli sposta­
menti. 

Infine per il problema negli sforzi, non essendo presente un dato di 
Dirichlet, lo spazio V delle funzioni, che ora possono assumere qualunque va­
lore su 8C, coinciderebbe con [H^CC)]3; ma, poiché è necessario garantire la 
coercività della forma a (u , v), si considera, nel caso omogeneo, cioè se En = 
— 0 su dCt (v. anche a pag. 51 di [7]) 

(4 19) V - , Le [H^C)]*: L d C — O e f(* — x0) A u dC = ; 0 | . 

Se il dato di Neumann non è nullo m a E n ^ g e [H-1/2(3C)]3, basta con­
siderare il seguente problema: trovare una funzione u e V tale che 

(4.20) a(u,v)=*<F9v>+ f £'v da VveV 

con V definito dalla (4.19). 

Osserviamo che, in ogni caso, per il problema di Neumann deve essere 
verificata la seguente condizione di compatibilità 

(4.21) < F , i , > + [ e • v d<7 = 0 

dC 

dove v assume successivamente i valori 

(4.22) ~v = e — costante e ~v ==? (xz — x2fx1 — x3, #2 — x^ . 

Ovviamente, devono inoltre essere verificate le seguenti condizioni della 
statica 

(4.23) f ì d a = 0 e f (* — *„) A t da =* 0 . 

dC 9C 

Con la scelta fatta per lo spazio V vale il seguente risultato: esiste una e 
una sola soluzione per i problemi considerati. 

Per dimostrare ciò, in virtù del teorema di Lax-Milgram (v. pag. 116 di 
[7]), basta far vedere che la forma bilineare a(u, v) definita dalla (4.11) è con­
tinua e coerciva su V. 

Verifichiamo dapprima che a (u , v) è continua. Infatti, applicando la di­
suguaglianza di Cauchy-Schwarz si ha [v. (4.11), (2.3)] 
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(4.24) aiu^v) | < — + 1 I grad u ' grad v dC 

e 

(grad M)T • grad v dC + J div u div n dC < / I grad u • grad u dC) ) 

e e e 

. ( f grad v • grad o dcY* + / f (div w)2 dcV'* ( f (div »)* dcY'* ; 

e e e 

inoltre, poiché si ha 

(4.25) 2 (dUi/dxt) (dujldxj) < (8n</8*<); + (Quj/dxjY (i J =* 1 , 2 , 3) , 

risulta 

(4.26) 

e quindi 

3 

I (div w)2 < 3 2 ipUifòXif ^ 3 grad M • grad t#, 

(4.27) I a (u , v) j < 4 / f grad u • grad u dcY'* / f grad v • grad « dcY* 

Hv li v iiv 

Per dimostrare la coercività di a(uf v) ricordiamo che valgono le seguenti 
disuguaglianze di Poincaré 

(4.28) 

2$fu -ii d C < f gradi* -gradwdC Vu e [HJ (G)]3, 

e e 

Pxfif-iidC < fgradM-gradii dC + y ( fudcYvue [H^C)]3 , 

dove p , Pi e y s o n o opportune costanti positive, e che la (4.28X continua a va­
lere anche se u =* 0 solo su una parte d1 C e 9C purché 8X C sia « sufficiente­
mente grande » [7]. Poiché inoltre la disuguaglianza di Korn assicura che esiste 
una costante e > 0 tale che 

(4.29) ME • E dC > e i grad u • grad M dC Vw G V 

36. — RENDICONTI 1986, voi LXXX, fase. 7-12. 
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con V sottospazio di [H^C)]3 tale che [HJ(C) ] 3 cVc [H^C)]*, si ha 

(4.30) a (u • u) > j E • grad i# dC = ( E • E dC > e | grad u • grad u dC 

e c e 

> e \ — I grad u • grad u dC + a u • u dC 1 > c& || u\\ 

> 

2 

V 
e e 

con S =: min ( — , a J e a è legato a fi o px , in base alle (4.28) e (4.19), a se­

conda delle condizioni poste sulla frontiera di C e quindi della scelta di V. 
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