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Analisi matematica. — L’equazione Ay + ay, (x, y) g% + an (x,

y)gu}—; + aw(®,y)u=F (x,y). Formule di maggiorazione relative ai

problem:i al contorno. Nota di ALBERTO CIALDEA, presentata ®) dal
Socio G. FICHERA.

ABsTRACT. — The equation Ayu + ayy (x,y) % + ap; (x,¥) z—: + ago (x,y)u =

= F (x,y). Estimates connected to boundary wvalue problems. 'The determination of
costant of (1.5) is given when existence and uniqueness hold. If p = 2, whatever the
index, a method for computation of costant is developed.

Key worps: Partial differential equations; Estimates; Boundary value problems.

RiassunTOo. — Viene data l’espressione della costante in (1.5) nell’ipotesi che
valga un teorema di esistenza e unicita. Se p = 2, qualunque sia ’indice, & sviluppato
un metodo per il calcolo di detta costante.

In questa Nota, che segue [1] e [2], viene data l’espressione esplicita di
costanti che intervengono in certe maggiorazioni negli spazi.o/? (™, relative ai pro-
blemi considerati, per i quali si suppone che valga un teorema di esistenza e
unicitd. Nel caso p = 2, viene fornito un metodo per il calcolo esplicito di co-
stanti ottimali, relative a problemi con indice qualsiasi.

1. FORMULE DI MAGGIORAZIONE

Sia Q un campo semplicemente connesso e limitato del piano avente per
frontiera X = 0Q una curva di Jordan semplice di classe C'*+; consideriamo
i seguenti operatori:

L=A+ Y a,(z)De a,e Cr(Q)
jaf <1
B=— b, (2) D® : bye C* (Z)
igl=<1

con B che verifica la condizione di Lopatinskii.

(*) Nella seduta del 10 maggio 1986.
(1) Per le definizioni e le notazioni, cfr. [1], [2].
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Consideriamo lo spazio .«/?, introdotto in [2].
Lo spazio &/? si pud normare in vari modi; ad esempio si pud prendere
una delle seguenti norme:

(L1 (N 8o + || At llf1y + |<II Do u ||25(s))?
a| <1
(1.2) (Il u [|[F1p) + 1| Aste IPpqy + l | Dau ||Pos))H?
o|=1
(13) (uunm 1 At o + |24 )””
. Hb2(Q) ‘2 L2(0) v Lp(z) .

E facile verificare che, prendendo come norma (1.1) o (1.2), &7 risulta
essere uno spazio di Banach. Cid ¢ vero anche se si prende la (1.3). Infatti & noto
che esiste una costante K, tale che ®:

ou
os

ou
Ov

Vue C1(Q)NC(Q); Aw=0 in Q.

L) LA(®)

Usando cio, il teorema di rappresentazione 3 di [2] e il fatto che # (Q) &
denso in &/? con la norma (1.3), si vede che esiste una costante C,, tale che, per

ogni u € /7, si ha:
»
D= (Sl
L (2 L (@

', <o
o%l Lo <

Da ci6 segue anche che le topologie indotte da (1.1), (1.2) e (1.3) coincidono.
Sia o/P normato con una qualsiasi di queste tre norme.

Consideriamo il problema:

ou ||»

os

ou
By

» |
» i
L@ |

ou

'Da“ o

Au {
|

|

P
L (2)

(1.4) ue/? ;3 Lu=f ; Bu=g,
essendo (f, g)e L2 (Q) x L» ().

Sia M T'operatore seguente:
M : w7 > L7 (Q) X L7 (Z)
Mu = (Lu , Bu) .
M ¢ un operatore a grafico chiuso; per il teorema del grafico chiuso & anche
continuo. Sia .47, I'autoinsieme di M. Possiamo considerare: M-!:R (M) —
— AP N,

Per il Teorema 5 di [2], il codominio # (M) ¢ chiuso e quindi, per teoremi
ben noti, M-! & continuo. Esiste allora una costante C tale che:

(1.5) inf [[Ju+u |2 < C(I| Lu [frq) + | Bu lfo) )7,

uoe.A"o

(2) Cfr. [3], p. 135.

33. — RENDICONTI 1986, vol LXXX, fasc. 7-12.
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avendo indicato con ||| % ||| » una delle tre norme (1.1), (1.2) o (1.3) (ovvia-
mente la costante C dipende dalla norma scelta).

2. [ESPRESSIONE ESPLICITA DELLE COSTANTI

Sia ||| u ||| ,» data dalla (1.3). Vogliamo fornire unespressione esplicita
di una costante C relativa alla (1.5) nell’ipotesi che per il problema (1.4) ci sia
un teorema di esistenza e unicitd, ossia che 4", = {0}, R (M) =1L? (Q) x L7 (Z).
Per semplicitd supporremo che Q verifichi la circostanza di cui alla nota ®

di [1], ossia che nel Teorema di rappresentazione 3 di [2] si possa assumere
c=0.

Sia u € o/P; possiamo scrivere:
1
u(z)z—z_n_fq,(c)log|z—c|df3+f<p(c)1og|z— ¢ ds,.
Q P
Poniamo:

2.1) w<z>~—1ﬁ—f¢<2)log|z—c1dr:;v<z)=f<p<c)log|z—cndst.

z

Si ha:

| @ llifpq) == ' (C)lgglz—l dr; l\ dr, < C |4 Rr »

2 =

essendo:

:2_1);£<£Ilog[z—Cllqd::)plqdvz.

1
1Pl =4 ),,f ( 1l§(—cll|df> o =

=@ Jf;if)zll (Q izd:ww 1> L= Clvlira

essendo: C,=(diam Q).



file:///z-K/d-t
http://1r.fr

ALBerTO CIALDEA, L’equazione, ecc. 513

Fissiamo ora un numero % tale che:

(2.2) 0 <k < min {—1— , L}
g

Per le ipotesi fatte su €, esistono le costanti: 0 <2 <1, H>0,N >0,
tali che, su X, si ha ®:

1E—2 | <H|[C—z2p ; [s,—s|<N|l{—z]
S_Z’Lf( W(C)‘d¢,> ds, <

L@ ~ 2wy ) [C—=]

< ([ e [ )b
b) Q Q

essendo (9

2012 2 Nvpk (], \vk (diam Q)-*e7p/e .
C _ . R D —— L :l h. d 2‘ .
e n (7)) ] Gmlenaiy)

ow ||P
Ov

Si noti che, per la (2.2), si ha: kg<1, kp > 0.

Inoltre || Asw [l 2oy =Il§ 2 ) .
< l ¢ (2) |Pds,
]

1o ltpe = [
Q

p/Q
(flloglz—wwdsw> de,=C, o oz »
=

fcp(z:)loglz—cms;

=

essendo:

_—f<fllog]z—wl]qu> dr,
d.zgsf( || ) dr, <

o
le(Q) P ds,, pla
<[ [ etemm o ([rmam) "= ceite
Qz b3

(3) Cfr. [9], p. 279.

| Dy llm<g>-~-f fcp(C) Dlog | 2 — ¢ | ds,

. . . ds \ . .
(4) Si osservi che la funzione j Ic—m ¢ continua in C (cfr. [7]) e subarmoni-
£ _

ca in Q.
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essendo:

C,=

2 Ni-*a < L >qu]m 2.7t (diam Q)—*?
- SRR

kg \2 1—kp

Si noti che per la (2.2) si ha: k¢ >0, kp < 1.

s{n I|<P||£p<z)+HN=< f f ] l;“fz) l‘f_h ds ! ,—zt“w_\_h) quz)””} <

< Cs e HLP(z) ’

ZH 3—h L k
Co=[m+ f(?)]p'

I# il <(Cp+2C,+ 14 CP | ¢llpq + (Co+2C; +
+ C? [ @ [l (zy < max {(C, + 2C, + C; + 1)V7;
(04 +2 Cs + Ce)llp} (” ‘l-’ ”]_,1’();) + |l ¢ ‘HLf’(E))'

ov
d

»

T (2) + <P(C)---~~- 10glz~—Cldsc ds <

L2 (x)

essendo:

In definitiva si ha:

Se Lu=f, Bu==g, (J, 9) & soluzione del sistema seguente:
b+ T+ Te=f

(2.3)
So+T39=¢

Poiché supponiamo y =0, questo sistema & equivalente al seguente:

{ V+T 10+ T0=f
2.4
o+ ST b +T,0="5"g.
Poniamo:
=19 (2) ze Q
(2:5) b (2) {
= ¢ (2) ZeX

=f(2) ze Q
o]
=5'g(2) =zeX
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[ =—Ky, (=, 0 2€Q,%eQ
):—Kw(z,C) 2e Q,CeX
R0 /:—Km(z,t) 2eX,%eQ
| =— Ky (2,0 ze%,%es

avendo indicato con {K;; (2, ¢)} la matrice nucleare di (2.4). Dato un sottoin-
sieme X di ( misurabile secondo Lebesgue, poniamo: p (X)=m (XN Q) +
+ myg (X M X), avendo indicato coh m la misura di Lebesgue nel piano e con
ms, la misura di Lebesgue su X. Possiamo riscrivere (2.4) cosi:

2.6) b (2)— f K (2, ) (2) dug =F (3) .

Sia ora: K;,, (%, C)sz,l(z,w)K(w, Q) du,, -

)
Mostriamo che esiste un m tale che K, (2, {) & limitato in Q X Q. Os-
serviamo che si ha:

Per noti teoremi ®: 71 (L7 (Z)) < C*(Z) non appena 7 > 1/(1—h).
Sia (bn, n) = (T1%na1 + T 201, 9" T3 ¥ns + Ty Ppa)-

Se (Yo, o) LP (Q) X L7 (Z), per i teoremi di immersione di Sobolev e
un risultato di teoria del potenziale, si vede che (®:

dne L (Q), 9pe C(Z); quindiz (Ynia, Puya) € C(Q) X CH(2).

Se (4, ) € L7 (Q) x L» (Z), allora, dato ¢ dalla (2.5), si ha:

sup < oo.
Q

[Ka (e, 28 (@) du,
Q
Per il principio dell’'uniforme limitatezza si ha:

supflK,,(z,w) |7dp,, < co (q: —P—)
Q 2

Q

(5) Cfr. [13], p. 626.
(6) Cfr. [11], p. 27.
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Da ci6 segue facilmente la tesi con m =2 n.
Se ¢ & soluzione di (2.6), ¢ soluzione anche della seguente equazione:

@7) b(2) — f Ko (3,0 (0 duy = (2) ,

dove F(z):F(z)——EfK“z,E)F(C)dp.z.
Q

Come ¢& noto la soluzione di (2.7) & data da (M:

@) =F @+ [R(, LD F () dug,

o

Q

essendo R (2, € ; A) una funzione meromorfa di A:

Nz,
Rz, 80 =t
i ha:
o 1 nl
\N(z,C;l)lngl\’l"”('ﬂrl)2 (= (Q)

dove |K,(2,0)| <M.

Inoltre possiamo supporre m tale che 3 (A) sia di genere zero ¥, ossia che:

50y = I1 <1— A
h=1 7\h

), essendo {);} gli autovalori dell’equazione:
o @)= [Ky (@, 08 (0 dug=0
Q

ordinati al modo seguente: |\ | < | A [ <Z. ..

Siano A, ..., A, tutti gli autovalori tali che |2; | < 1.
Si ha:

(=) oo (5 () 2

(7) Cfr. [10], p. 373.
(8) Cfr. [10], p. 426.
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1 o 1
exp [ — > ®
p< 1 k;lln,,l)—
Tom ]

> exp (— — M @)
T

1 s 1 Dor | e
S m— 7 M
50 = h_llxh—1|e""<n,,+l|—1 - @)

Quindi, posto [|¢[l, = (|4 [IPaq) + 9 [E2)V?, si ha: (&1, < C; [|Fl,,
essendo:

- Ip+1| _—

+1 l n=0
n+l

(n+ 17 (2 (Q).

Inoltre si ha:

1E I, < hz 1T F |, < hz T P IF [, < Co Il F [l

n
Una costante C; maggiorante E |7 |I* pud essere trovata tenendo pre-
pary
sente I'espressione di L e B e seguendo il metodo usato per scrivere C, , ..., C;.

Infine osserviamo che si ha: || F|,=(ffsq + IS & Rr)? <
< (If 182y + Co Il g lIf25)¥/?. Per Iespressione esplicita di C, rimandiamo a

[3] (p. 165).
In definitiva si ha:

1K~ IHMD <max {(C, +2C,+ C; + N (C, 4 2G5 + Gt} -2C, -
* Cymax {1 ; Cy'/7} (|| Lu ”f,l’(g) + || Bu ”LP( )}1/1;

3. CALCOLO ESPLICITO DELLE COSTANTI NEL CASO p =2

Sia T un operatore compatto da uno spazio di Hilbert H in se stesso, auto-
aggiunto (T =T*); tale che T2e ™, ossia tale che, detta {u,} la successione

(o]
degli autovalori relativi all’equazione: Tu — pu =0, si ha: ) p2" < co.
g q B 7
k=1

*® 1
(9) Si osservi che: X
e | 2]

< | | Km(s,2) | dp: < Mp(Q).

O —s



518 Atti Acc. Lincei Rend. fis. - S. VIII, vol. LXXX, 1986, fasc. 7-12

Esponiamo un metodo per il calcolo di:

. (Tx,x)
A= inf ',
vern %]

x+0

Osserviamo che A < 0, giacché lo 0 appartiene allo spettro di T, e che,
inoltre, se A5% 0, A & un autovalore di T (0,

Il classico metodo di Rayleigh-Ritz fornisce dei valori per eccesso di A.
Piu precisamente: sia {w,} un sistema completo in H. Consideriamo il sistema:

3.1) det {(Tw; , w,) — u (w;, w;)} =0 Pi=1,...,v
Siano A” < ... <A le soluzioni di questo sistema: non ¢ difficile di-
mostrare che si ha )\1““1) <A ; lim A =2
v—> 00

Consideriamo ora 'operatore T?; T2 ¢ un PCO (operatore positivo com-
patto); ad esso si pud applicare la teorla degli invarianti ortogonali, nel senso
seguente: supponiamo {w,}, oltre che compieto, ortonormale. Poniamo:

o0
I (T%) = ;“ Wi
=1

#n ((P,TP,)?) = kz ()2

o) == [#7 (T =" (B,TR)) + (§)].

Poiché P,TP, = T, e quindi (P, TP)? = 'T? si ha: lim ¢V =209,

Inoltre, se A% 0, A2 & autovalore di T2 e si ha (2

[cW]r = a2 4 i(m) i — 2 (7\2'))2 > a2

k=1 h=2

giacché¢ (P, TP,)? <P /T2P, (®, Posto y,=min {c®,..., c(v)}, si ha 1, >
>y, lim y,=2? e quindi: — Vv, < — Vy,p; lim — Vy,=x.

v=> 00 v_—>oo
Si ottengono cosi due successioni, {3{"}e{— | ,}, che approssimano, ri-
spettivamente, per eccesso e per difetto il valore A cercato. Si osservi che detto

metodo ¢ valido anche nel caso che A =0.

(10) Cfr. [6].
11 Cfr [S], [8].
(12) Con ZO‘) uz intendiamo: Z ult — A,

(13) ((P\,TP,,)3 u,u) = (P,,TPVTP\. u,u) = (P,TPyu, TPyu) <(TPyu, TPyu) =
= (P,T?P, u, u). : .
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Volendo calcolare, invece, il numero seguente:

(Tx, x)
A= sup —— =
ven =[P
x+0

basta considerare la soluzione di (3.1) A e prendere o® = [gn (T?) —
— 77 ((B,TP,)?) + (W)™ ]'/m, Si ha: 2O <AL 5 lim 2P =2 Vv, > Vvyoas

v—> 00

lim Vv, =

Se H=L?(X,u) e T & un operatore integrale, diciamo:
Tu(z):fT(z,w)u(w)Aﬁw
X
allora si vede che (19):

ﬂ(Tz)=JJ\Tn(z,w) 2 dp, ds,

essendo T, (2, w) 'n-esimo nucleo iterato di T (2, w).

Il metodo descritto, quindi, permette il calcolo esplicito di A, nel caso che
T sia un operatore integrale, del quale sia noto il nucleo (e che, naturalmente,
verifichi le ipotesi suddette).

Sia ora u (2) = w () + v (2), con w (2) e v (2) dati dalla (2.1). Si ha:

2

1
S I D1 o d
L2(0) 1a§lleﬂJ¢(C) “log | — ¢ | drg

I
+ [z [p 04 tor 1 r— 214
= Q

(had

2
3| dr, +

lwlf o+

2
dsz =

41739141_(2‘5!“2) [lo;sls’ngloglz-—CIDgloglz—wlde+

0 0
+ o togl e — Ul g log s —w | s, | dedy = (14, 9) < Cu 14 oy
=

con ovvio significato di (A4, ¢) e dove:

(‘%/‘lq)sq))

Cpo= sup ——=,

ey 1V R
¢=0

(14) Cfr. [5], [8].
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E facile verificare che si puo applicare il metodo descritto precedentemente;
si ottengono cosi due successioni, {A } e A, tali che:

A S =Co = R ST

lim Y = lim V¥ =C,,.

V—=>00 v—> 00

Queste successioni permettono dunque il calcolo esplicito di C,y.

Analogamente:

d‘rz +

1o By + H

o= 7002

<x>(w)f<p(5)[l quD;lOglz—C]Dgloglz—w&rZ—l—

0 log o dlog .
] B r =T S x| ds, | e de, =

V2
= (A P, <P) <Cu ”‘P ”1.2(2)

con ovvio significato di (", ¢, ¢) e dove

C11= Sl.lp ( 2P s (P)

(peL-(E) ” ? HLz(E)
Si ottengono quindi due successioni tali che:
M) S <Cup < TP < 1A
lim 3= lim Jy{) =Cy.
y-> 0 v—> 00

In definitiva si ha:

(3.2) u l52 < 2max {(Cy + 1); G} (14 L2y + 1 2 iL2x)

essendo C,, e C,, costanti calcolabili esplicitamente.
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Supponiamo ora che il sistema (2.3) abbia indice y, < 0. Allora il siste-
ma trasposto, che scriviamo cosi:

g ‘|—-7~'1JH+~7~—2<P=](
(3.3) {

S*o + T, § =g
ha indice y,. > 0.

— L2 2
Consideriamo I’operatore J : M
A(T)

classe di equivalenza individuata dal vettore {{, o} ($€ L2 (Q), o€ L2(X)), il
vettore seguente: I {{, o} ={0 +7,0 +T .9, S¢ +T¢}. Poiché: 171 =

= (5’ “H* = (.?' *)-1|, la costante che compare nella maggiorazione rela-
tiva all’equazione (2.3) ¢ la stessa 'di quella relativa all’equazione (3.3).

Poiché y,. >0, il sistema (3.3) ¢ equivalente al seguente:

— A (J*%), che associa alla

‘I"f‘j:ﬂp +«7~—2<P=f
3.4) {

0+ ST, ¢ +T,0=5g,

essendo S’ 'operatore riducente S* dato dalla parte dominante di S. Vogliamo
calcolare la costante, che sappiamo essere positiva, che interviene nella seguente
maggiorazione:

3.5) inf 1{, @} + {bo, @ot IF < Coa [l f IR 2y + 18" g I 2] »

(Vo,%0) €Ag
essendo A, l'autoinsieme di (3.4) ossia di (3.3). Sia P la proiezione di L2 (Q) X
X L2(Z) ~ Ay e sia Q=1—P @9, §j ha10:

inf {0} + {bo, oo} IF=1Q{b, e} 3

(Yo,90)€A0

Poniamo: ¢ —={{, ¢}; Td={T, 0 +T 50,5 T3 ¢ +T, ¢}.
La (3.5) si riscrive cosi: || Q¢ [E < Cpa(l[¢ + T |7).
Se ¢’ ={{’, ¢’} e L2(Q) X L2 (Z), con (¢, ¢’) indichiamo il prodotto sca-

lare in L2 (Q) x L2 (%), ossia:fq)@ dr + f(p_cp' ds.
Q b

Allora si ha:
1T+ o = (Kd,d) + | [

(15) Ovviamente se Ay = {0}, allora P=0,Q =1.
(16) Cfr., ad esempio, [9], p. 221.
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essendo K=T* T + T* 4 T. D’altra parte T¢ + ¢ =TQ ¢ + Qb e quindi:
1T + ¢ I =(KQ$, Q) + Qb [E=(QKQ$, ¢) + 1| Qb |-

Dunque risulta:

Clmz of  (QK9,9)

2
seL¥ayx L) QY I3
Qod=+0

+1

Si tratta quindi di determinare:

N A
Qé=+o

Non ¢ difficile dimostrare che:

A= inf M

2
deLAQ) X LA(Z) o113
b0

Osserviamo che, per quanto detto nel §2, K2 e " e quindi anche
(QKQ)2e ™. E ovvio inoltre che (QKQ)* == QKQ: possiamo quindi applicare
il metodo sopra descritto.

Si possono costruire cosi, due successioni tali che:

=T =TT =g <o

lim 2 = lim ——V‘Yg)-—-)\

ossia 'tali che:
1 1
< < C <
TR = THagm == v G V v
o ] m 1 _oc,

im ——(—v-)—_:hm _— =

Si badi, perd, che le ultime disuguaglianze scritte valgono non appena
1—V¥9 >0,

Osserviamo esplicitamente che per calcolare queste successioni bisogna
conoscere K e Q; ma & chiaro che I’espressione di K si ricava da quella degli ope-
ratori L e B dati dal problema, mentre per la conoscenza di Q =1 —P, deve
essere noto A (7 *), ossia (cfr. Teorema 5 di [2]) le condizioni di compatibilita
del problema stesso.
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Consideriamo ora: ||S"g [B.x)=1pg + S, g |}.(gy- Si ha:

15" g f 2y < max [p[*llg f2x + max Lo 121 Sog lIL.2z) -
z

Dr’altra partesi pud scrivere 07: || S g |22y = (F g,2) + |l g I} 2y essendo
F un operatore compatto da L?*(Z) in L? (Z). Poiché (F g, g) ¢ un numero reale
per ogni g in L2(X), si ha F=F*,
Inoltre:
S8 12y = I So II® | 8 If 2sy -
Possiamo scrivere:
Fg,8
1Sog Ifemy= sup —22
@ e 18 R

g+0

Ancora una volta si possono costruire due successioni tali che
M =G <SP < VAG™ <V

lim A = lim VY =1, II2.

v—> 00 y=—> 00

Posto C;;=max |p |2+ || S, |2 max | ¢ %, si ha:
pa b

15 g1z <Cusllg ez -

In definitiva, se 3, <0, tenendo presenti (3.2), (3.5), per le soluzioni di
(2.3) si ha:

inf || 1‘| u+ || <2max {(Cyp+ 1) ; Cy} - Cpp - max {1;Cu}

UoEAN 0

[1f I 2 + g 2] -

Sia ora y, > 0. Allora 7, < 0. Per un teorema di I.N. Vekua (9, il siste-
ma (3.3) & equivalente al seguente (19);

{ 4"+§-1\p +-§-2S'Y=f
Y+'7-34’+j-‘;¥=g

essendo S’ la parte dominante di S.

(17) Cfr. [4], p. 247.

(18) Cfr. [12], p. 149.

(19) Si intende: y -1y = S’ S*y. L’equivalenza & da intendersi nel senso spe-
cificato in loc. cit. in (18).
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In maniera del tutto analoga a quanto fatto per il calcolo di C,,, si pud cal-
colare la costante C,, che interviene nella seguente maggiorazione:

Q. v} IE < Cu (IS 12 + 18 I 2s)) -

Inoltre la soluzione di (3.3) & data da: (, @) =(¢, S ¥).
Draltra parte: || ¢ |2 < C; ||y B2y .
Nel caso y, > 0, si ha quindi:

inf || lu 4w, | 122 < 2 max {(Cio+ 1); Cyt + Cyy *max {1 ;Cy}

©0E 170

["f e + 118 Lam] -
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