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SEZIONE 1

(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Algebra. — Sulle forme polarizzanti i coefficienti del polinomio ca-
ratteristico di una matrice ™. Nota di RENzo Mazzocco, presentata (++)
dal Socio E. MARTINELLI.

SumMARY. — The multilinear forms, obtained by polarizing the coefficients of
the characteristic polynomial of a matrix, are considered. A general relation (formula
A) between such forms is proved. It follows in particular a rational expression for the
above-mentioned coefficients (formula C), which is in a sense analogous to Newton’s
formulas, but with the use of the determinant function instead of the trace function.

1. Sia M, I'algebra delle matrici quadrate d’ordine %, con elementi in un
campo F di caratteristica 0. Detta X =(x;;), #,k=1,...,n una matrice
di M,,, si consideri il suo polinomio caratteristico

(1) det (A — X) =t + 3,0 (— 1) g,, (X) N,
1

dove I & la matrice unitd d’ordine #. I coefficienti g,, (X) sono polinomi omogenei
di grado m nelle x;;, e, come & ben noto, si ha in particolare

@) aX)=tr(X), g(X)=det(X).

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per le Strutture Alge-
briche e Geometriche e loro Applicazioni del C.N.R.
(*¥*) Nella seduta dell’11 gennaio 1986.
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Consideriamo ora le forme m-lineari simmetriche G,, (X, ...,X"), 1 <
<m <mn, essendo X'=(x};)e M,, associate ai polinomi omogenei g,, (X)
(ottenute polarizzando tali polinomi ®). Con i simboli indicati si ha

3) Gpu(X,...,X)=gn(X)®.

Scopo del presente lavoro ¢ quello di provare la seguente formula generale,
che lega tra loro le suddette forme multilineari,

| (n — g)!
(A) G, (X,... X0 — 4 q)_'Gq(Xl,...,Xﬁ,Il,...,IH’),
pl(n—p)!
dove 1 <p<<qg<me qu e nel seguito, con I* /I%,. .. intendiamo copie

della matrice unita 1.

La formula (A), per ¢g=mn, ci dice che, una volta ottenuta la forma n-

lineare simmetrica G, (X!, ..., X") = Det (X!,...,X") che polarizza
&n (X) = det (X), sono note tutte le altre forme. Ponendo, nella (A), p=m
ed X!=...=X?=X e tenuta presente la (3), si ha

| —q)!
(B) ) =207 g x L xn,. L e,

m! (n — m)!

dove 1 <m < ¢ < n ed, ovviamente, a secondo membro la matrice X compare
m volte.

Osserviamo esplicitamente che la (B), per ¢==n, ci dice che risulta

|
(C) o (X)=—"1""  _Det(X,...,X,It,...,I"n, 1<m<n.
‘ m! (n —m)!

Notiamo che, mentre la (C) esprime razionalmente tutti i coefficienti del
polinomio caratteristico di una matrice mediante la sola forma n-lineare sim-
metrica Det (X!, ..., X") e quindi, in definitiva, mediante la sola funzione
det: M,, — F, le formule di Newton per tale matrice ® permettono invece di

(1) Cfr., per es., [5], pag. 394-396.

(2) La considerazione delle forme G (X!, ..., X™) ha spesso interesse, come
accade, per es., nella teoria geometrica di Chern—-Weil delle classi caratteristiche di
fibrati dotati di connessione. Cfr. [1], pag. 77 e [3], cap. XII.

(3) Ricordiamo che, usando i nostri simboli, le formule di Newton per una ma-
trice X si scrivono

m
mgm (X) = o (— D lgnr (X)tr (X7X), 1 <m<n, dove gX)=1e x"X
1

¢ la potenza r— ma di X. Per tali formule cfr., per esempio, [4], pag. 18.
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esprimere gli stessi coefficienti mediante la traccia di potenze della matrice e
quindi mediante la sola funzione tr: M, —F.

2. Dimostrazione della formula (A). E ben noto che i polinomi omogenei
&m (X), di cui nella (1), coincidono con le somme dei minori principali di or-
dine m della matrice X ®, quindi per essi si ha

*) &m (X) = py () Ehyetn) « +  Xnyh, ) s

1IShy< ... <hp< =t

dove, qui e nel seguito, = varia nel gruppo totale delle sostituzioni su 4, , ...,
h, € con ¢ (r) indichiamo la segnatura di 7. (Piu oltre, quando la sostituzione
¢ sottoposta a vincoli, scriveremo per esempio T | 7 (h) =hy).

Allora polarizzando tali polinomi, si ha che le forme m-lineari ad essi as-
sociate sono

1
G) Gu®,...XM=— X EXe@Hy -,

m!a<h< <k <n T

dove ¢ varia nel gruppo totale a. : sostituzioni su 1,...,m.

Ebbene per provare la formula (A) per 1 <p<g<n (il caso di p=gq
& ovvio) & sufficiente dimostrare che risulta

©) Gu(X,...XmD="""Tlg xi,... %m0y 1<m<n
m

Ed infatti, supposta valida la formula (6), applicando ripetutamente tale
formula per m=gq, ¢g—1,...,p + 2, p + 1 rispettivamente a G, (X!,
X, I, ..., 002), G (X2, .., X2, T, L I 02), L Gy (X, L L X2,
I', 1%, G,y (X, ...,X? 1), si ha

G, (X1,...,X?,It,. .., Ie-?) =

n—q+1n—qg+2 n—p—1ln—p

G,(X!,...,XP)=
q g—1 p+2 p+1

(n—p)!

(n— g)! p! (n—p)!

2L G 1., N=""~ 7 G, (X,...,X?),
G CITIIE DR e )
p!

e quindi la validita della formula (A).

(4) Cfr., per esempio, [2], pag. 388.
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Dimostriamo. dunque la formula (6). Ponendo X™ =1 nella (5), si ha

G, (Xt,..., X" [)=

1 (3 >
— e (7) 5@y s .. a4
m! 1<k < ;<hmsn 1!7(%=h1 0[0(21)‘=m ko )

e (1) ag®, oL D ) )
'.l‘f(hm)=hm o{3(m)=m 17y m—1"Pm—1)

Per ogni | < (h,)=h,, consideriamo la sostituzione <, sulla (m — 1)-pla
hyy...yhyy---,hy ottenuta restringendo t a tale (m — 1)-pla. Ovviamente,
per ogni fissato indice «, si ha che, al variare di una tale ~, 1, varia nel gruppo
totale delle sostituzieni su Ay, ..., h,,...,h, e risulta ¢(t)=c(z)). Per
ogni ¢ | ¢ («) =m, consideriamo poi la sostituzione ¢’ su 1,...,m—1 tale
che ¢’ (B)=0o(B)se B<a e o' (B)=c(B+1) se B> a; & ovvio che, fis-
sato I'indice «, al variare di una tale o, ¢’ varia nel gruppo totale delle sosti-
tuzioni su 1,...,m— 1. Tenuto conto di cid, si ha intanto

G, (Xt, ..., Xm1 1) :L'< 3 ’ o Z e (1)) x> ® X2/ mD

. By %h <
1<hy< ... <hy<n T o "1k w1y,

.

1<hi<...<hp<n =, o

’ a’(1) o’ (m-1)
Tt Z - 2 Z e (%) Fhyhy T th—l’r’n(hm—l)> '

Ora, fissata comunque una (m—1)-pla (h;, ..., h,_,) ordinata (per cre-
scenza), esistono n —m -+ 1 m-ple, ordinate (per crescenza), che danno luogo,

cancellando in esse un elemento, a (k;,..., A, ); ¢ dunque, se & (b, ...,
hy )=(h,..., hy,...,hy,), allora la considerata <, varia nel gruppo totale
delle sostituzioni su A, ..., h, ;. Si ha percid

Gp(Xt,..., Xm1 T) =

n—m -+ 1
ml

' -1 ¢H) o’/(m-1)
eE(T)X YR 4
D YR YD R R Al
1§h1< e <hm_1§n

dove 7’ varia nel gruppo totale delle sostituzioni su 4;,..., k%, ; € ¢’, come
gid precisato, in quello delle sostituzioni su 1,...,m — 1. Tenuta presente la
(5), con m—1 in luogo di m, si ha la (6).
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