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Matematica. — Classificazione dei domini di Hartogs A di C* che
soddisfano lequazione H?*(A,C)=0. Nota di GruLiaNo BrATTI ®),
presentata (**) dal Socio G. Scorza DRAGONIL

SummMary. — I give a characterization of the pseudoconvex Hartogs domains A
in C? that satisfy the equation H2 (A, C) = 0, where H2 (A, C) is the second cohomo-
logy group of A with coefficients in the constant sheaf C.

1. A sia un dominio d’olomorfia di C?, [2], pag. 36 ®; H (A) sia lo spa-
zio di Fréchet delle funzioni olomorfe definite su A. Per ogni numero naturale
p > 0, indicherd con H? (A, C) il p—esimo gruppo di coomologia di A a coef-
ficienti nel corpo complesso C, [2], pag. 58; e con H, (A) il p—esimo gruppo di
omologia singolare di A, [3], pag. 13.

Si sa che

(1) H? (A, C) ~ Hom (H, (A), C)

in base a [4], pag. 59; e che: in base ai Teoremi A e B di Cartan-Serre,
[1], pag. 51, risulta

(2) H? (A, C) = C? (A)/Br (A)

[4], pag. 57 (dov’¢ scritto che la (1) e la (2) valgono di piu in ipotesi piu gene-
rali: esse valgono anche nel caso che A sia una varieta di Stein, [1], pag. 49),
intendendo che: C? (A) sia il gruppo delle p—forme differenziali olomorfe e
chiuse definite su A, e che B? (A) = d {C?-* (A)}, dove d & il differenziale esterno.

Dopo di [5], pag. 133, si sa che: se A & un dominio di Runge [2], pag. 57,
allora H* (A, C)=0.

Scrivo questo breve articolo con lo scopo di classificare alcuni domini di Hartogs
A di C? che pur soddisfano all’equazione H? (A, C) =0.

In generale, 'interesse d’una condizione topologica del tipo H* (A, C) =0,
A < Cn & riflesso dalla (2): si tratta, fra I’altro, d’una condizione caratteristica

(*) Indirizzo dell’Autore: Seminario Matematico dell’Universitad, Via Belzoni, 7
1-35131 Padova.

(*#*) Nella seduta del 22 novembre 1985.

(1) Indicazioni del tipo «(.) pag. ...» rimandano, per definizioni e teoremi, a
lavori indicati nella bibliografia.
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per lintegrabilita olomorfa del sistema differenziale

3) e Di(fi) =/
con f in H (A); nella (3) Dy, sta per 9/0z;.

2. A, ed A, sian due aperti di C; A=A, X A, ¢ un dominio d’olomorfia
i C2
‘ E (abbastanza) facile controllare, via I'integrabilith di (3) e via il Teorema
di Kiinneth, [3], pag. 134, che le seguenti proposizioni sono equivalenti:
ay H2 (A, C)=0;
b) uno almeno degli A; é un dominio di Runge;
¢y Hy (A) =~ H, (Ay), se PA, ¢ Paltro fattore di A.

\

Non ne do la dimostrazione, poiché essa & essenzialmente contenuta in
quella del prossimo teorema.

3. Sia B un aperto di C, e sian r, R : B — R due funzioni tali che Vz in
B:0 <r(2) <R(z).

DeriNizIONE 1.
a) A={(z,z,)e C% | 2 | <R(2,)} & un dominio di Hartogs, che con-
tiene i punti del piano di simmetria =z, = 0.
b) A ={(z, %€ C2% 7 (2,) < |2 | <R(z,)} ¢ un dominio di Hartags,

privo dei punti del piano di simmetria.

Condizicni necessarie e sufficienti al fine che A. come nella Def. 1. sia anche
un dominio d’olomorfia son date in [6], pag. 106.

Se A < C2 & un qualsiasi dominio d’olemorfia, porro
Gr(A)y=={fe H(A) :3s in N : D}, f==0};

¢ ovvio che la densitd di G (A) in H (A) mmplichi che H2(A, Cy=0 (¢ la di-
mostrazicne di (5)); dunque, nel caso che A sia un dominio di Hartogs come in
a) della Definizione 1. si ha senz’altrc H2 (A, C) =0, per l'ovvio motivo che
si ha D; {H (A)} =H (A).

D’ora in poi, mi occuperd solo dei domini di Hartogs, che sono pure do-
mini d’clemorfia, del tipo b) della definizione 1.; per essi & possibile una com-
pleta estensione delle equivalenze di 2).

4. Sia A un dominio di Hartogs di C2; A sia anche un dominio d’olomorfia.
A soddisfi alle seguenti due condizioni:

iy r+ R:B—~R ¢é continua;
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i) per ogni curva continua o :[0,1] — B, esista =, in C tale che per ogni
t in [0,1] si abbia

re@®) <lz | <R{E@).

TEOREMA. Per i domini di Hartogs came sopra, le seguenti proposizioni sono
equivalents :

ay H*(A,C)=0;
by B é un dominio di Runge;
) VKEA

Ka (D) = {2%€ A: | £(2%) | <sup, |f(2) |, Vfe Gy(A)}

¢ compatto in A;
d) A ¢ un dominio di Runge rispetto a w; (A) X B; e B ¢ di Runge;

e) per ogni n—upla di polinomi omogenei, P, Py, ..., P, n>2, primi tra di
loro il sistema differenziale

2 Py (Dl ’ Dz)fk :f

e risolubile in H (A), per ogni f in H (A);
/) Hy(A)=0.
Osservazione. S’¢ posto m;, : C? — C definita da 7wy (2, 25) = 2.

Si osservi inoltre che la ¢) del paragrafo 2) corrisponde esattamente alla f)
del teorema: in verita, dimostrerd che H,(A) ~ H, (w; (A)) =0.

Dimostrazione. a) implica b).

Se B non fosse un dominio di Runge, esisterebbe una curva o : [0, 1] — B,
chiusa e con derivata continua, tale che se K, ¢ il compatto che essa limita, esi-
ste 23 in K M(C\ B). Sia z, in C tale che soddisfi alla precedente condizione
ii) per A. E ovvio che il compatto

(I %, | e, p(2)

(u,t) in [0,2 =] X [0, 1] sia contenuto in A, e dunque ha senso definire il
funzionale p. : H (A) — C cosi:

1 2T

wef)= [ e [ 70, e o peieau].

¢
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Poiché H?(A,C)=0, ogni f di H(A) si sciive: f=D; g+ Dy 4, (g, h)
in H (A)?; ovvero, dovrebbe esser p. =0, mentre

o 1z (3 — 2) = 2 ®)] 3, | f dz, /(23— 23) 2 0.

b) implica d).
Si tratta di dimostrare che la restrizione
H (7, (A) X B)y >~ H (A)
ha immagine densa. Ora, se (5 (#), 25) & una curva chiusa contenuta in A vale
lo sviluppo

f(Z] ’ 22) - Zn Cn Pn (22)

oo}

per ogni f in H (A), dove i coefficienti ¢, sono calcolati nello sviluppo di Lau-
rent, [6], pag. 130, e le ¢, appartengono a H (B). Cid dimostra che G, (A) &
denso in H (A), poiché B & un dominio di Runge; e poiché & ovvio che G, (A)
sia contenuto in H (w; (A) X B) se ne ha la tesi.

d) implica a). La ccsa & ovvia, poiché H2(m, (A) x B)=0.
a) implica c).

Poiché G, (A) ¢ denso in H (A), la copertura analitica di K € A, Ka [2],
pag. 37, coincide con la K, (D,).

¢) 1mplica a).

Se B non fosse un dominio di Runge, posto che o sia la curva come nella
dimostrazione a) implica b), si avrebbe

(%5 (1) € A
mentre
(2,0@MaD) =2 xKeA,
(teorema del massimo modulo}.
f) implica a).
E ovvio, vista la (1) del paragrafo 1).
a) implica f).
Per ogni z, in B la curva ((( (25) + R (25) /2)e* , ;) sta in A. Sia, per bre-
vita, (7 (22) + R (2,) 2) et =p (2, , u); € sia

G:A—11(p(29,%),25),2 in By=A’

6. — RENDICONTI 1985, vol. LXXIX, fasc. 5
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definita da
G (21, %) = (| p (22, %) [21/|31|,22);

G & una retrazione continua di A su A’; sicché la
F:[0,1]xA—-A

definita da F(t, (2, 2))=(1—t)2 +t|p(22,u) |2 |2]|,%) & una
deformazicne continua che retrae A su A’, visto che

F(O, (=1, 2)) = (21, 2)
F(l, (2, %) =G (), %) -

In base a [1] pag. 21, 'omologia di A e quella di A’ coincidono; in parti-
colare H, (A) o~ H, (A'); ora, visto che se ¢ (¥) =¢i*, u in R, A’ & omeomorfo
a ¢ X B, in virth del gia citato Teorema di Kiinneth, risulta, visto che B ¢ un
dominio di Runge

H, (A) 2= H, (o X B) o Hy (m (A)) =0

Resta, per ultima, la dimostrazione dell’equivalenza fra a) ed e). Poiché
¢ ovvio che e) implichi a), ponendo P, =D, e P,=D,, dimostrero ora che a)
implica e).

L’ipotesi @) implica che I’applicazione lineare

g:H@AY)—-H@A) -
definita da g (fy, fs) =Dy f; + D, f, & suriettiva, ¢ quindi, in base al Teorema
sulle suriezioni fra spazi di Fréchet si ha:
i) se & sta in H' (A) (duale di H (A)) e D; § =D, 3 =0, allora 8§ = 0;
ii) la % :H'(A) — (H' (A)?) ha immagine debolmente chiusa.
Sia
G:(HA)y)—~H(A)
definita da G(f;,...,f,) =2; Py (Dy, D,)fi; senza ledere la generalita si
puo supporre che i P;, abbian tutti lo stesso grado. Sia deg (Py) =1; se ‘G (3) =
==0 risulta subito che D, § =D, § =0; il che dimostra che la G ha imma-
gine densa. La fattorizzazione dei P in fattori lineari, permette di concludere
che la G ha sempre immagine densa.

Sia lim,, 'G (B,) == lim,, (P (8,)) = (¢z) in (H' (A)"), ancora con deg (P;) =

==1; si controlla subito che

g =P (v),v in H' (A); e che: lim, 8, =v in H' (A).
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Se deg (P;)=r + 1, e se lim, ‘G (B,) = (¢;), sempre in (H’(A)?), posto
P =Ry S;, con deg (R;) ==1, risulta

( lim, S; (R, Ry (8,)) =Ry (g2)
lim, S, (R, Ry, (8,)) =Ry (42)
con h%k, che danno, in base all’ipotesi induttiva:
{ Ry (92) =5 (9)

Ry (gz) =S5, (0)

lim, R, Ry (B,) =06 , con 6 in H' (A).
Ancora in base all’ipotesi induttiva, risulta che i limiti
¢ Tim, Ry Ry (8,) = 0
{ lim, S, (Ry (8,) = ¢
implicano che: 6 =R (¢), ¢,=95;(x), con v in H' (A), ed inoltre che
lim, Ry, (B,) = 7;
dunque, si ha pure

0 =R, (o)

{ qr = Sk (6)

lim, Ry, (B,) = o,
con ¢ in H' (A); in base alla prima parte della dimostrazione, segue che
=R, (§)
{ 6 =Ry (&)
con & in H' (A). In definitiva: ¢, =P (&), k=1,2,...,n E cio conclude
la dimostrazione.
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