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Fisica ma tema t i ca . — / / criterio dell'energia e Vequazione di Max-

well-Cattaneo nella termodinamica dei sistemi elettromagnetici non li­

neari (#). N o t a di E T T O R E LASERRA e G I O V A N N I MATARAZZO <••>, p r e ­

sentata (#*#) dal S o c i o D . G R A F F I . 

SUMMARY. — We study the evolution law of the canonical energy of an electro­
magnetic material, immersed in an environment that is thermally and electromagneti-
cally passive, at constant temperature. We use as constitutive equation for the heat 
flux a Maxwell-Cattaneo like equation. 

INTRODUZIONE 

Come è noto, nel lavoro [1] si propone Pequazione costitutiva di Maxwell-
Cattaneo, al posto della classica equazione di Fourier pei il flusso di calore, 
per risolvere il paradosso della velocità di propagazione infinita delle onde ter­
miche. Nel presente lavoro utilizziamo Pequazione di Maxwell-Cattaneo per 
formulare, col metodo proposto nella precedente Nota [8], il criterio dell'energia 
[5] nella termodinamica dei sistemi elettromagnetici non lineari, immersi in un 
ambiente a temperatura costante e termoelettromagneticamente passivo. Pro­
viamo infatti che l'energia libera canonica, relativa a una sfera che si contrae, 
ha un andamento monotono non crescente. Come dimostriamo, la « velocità 
di contrazione » della sfera risulta finita anche quando i campi in considera­
zione tendono a zero e la temperatura del corpo tende a quella dell'ambiente. 
Riusciamo così a generalizzare i risultati del secondo teorema dimostrato nel 
lavoro [7], dove si affronta lo stesso problema utilizzando invece Pequazione di 
Fourier per il flusso di calore: in tal caso è necessario formulare come ipotesi 
la suddetta proprietà della « velocità di contrazione » della sfera. 

1. Sia Jl un mezzo in quiete che occupa una regione £1 dello spazio eucli­
deo R3, mentre x = (x±, x2, x3) designi la posizione occupata dal generico 
punto materiale di Jt e te [0 , d^) la variabile temporale. Indichiamo conp(t) = 
===== (D (t), B (t), 6 (t), g (t)) il generico processo termoelettromagnetico [2] 
e con a = ( D, B , q, 6) il generico stato termoelettromagnetico del materiale 

(#) Lavoro eseguito sotto gli auspici del GNFM del CNR e nelPambito dei pro­
getti di ricerca finanziati con i fondi M.P.I. 

(# #) Dipartimento di Matematica e applicazioni « Renato Caccioppoli » dell'Uni­
versità di Napoli, Facoltà di Ingegneria, via Claudio 21, 80125 Napoli. 

(***) Nella seduta del 28 giugno 1985. 
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Jf [3], dove D (x , t) e B (x , t) sono rispettivamente i vettori spostamento elet­
trico e induzione magnetica, g (x , t) = V 8 (x , t) è il gradiente della tempera­
tura assoluta 0 (x , t) > 0 e q(x >t) è il vettore flusso di calore. Nel seguito si 
indicheià con at = p (cr , ^ ) lo stato raggiunto all'istante £, dove p è la funzione 
di transizione degli stati [2], [3] e ^ è la restrizione di p (t) a[0 , t) , te [0 , dp). 

Se supponiamo verificata su Q X [0 , d^) l'equazione di Maxwell-Cattaneo : 

(1) q + y q= — k yg 

con y , k e R+, il materiale Jt è caratterizzato dalle seguenti equazioni costitu-
tive [3], [4]: 

(2) <!< = + (<*), V 3 = 7 3 ( ^ ) , E = E ( ^ ) , H = H ( C T , ) , 

A(0 = A(*oM0M = Jfa) 

dove <]; (cr̂ ) = s (at) — 0 (x , i) r\ (Gt) è la densità per unità di volume di ener­
gia libera e h è la potenza calorica per unità di volume. In ipotesi di sufficiente 
regolarità delle equazioni costitutive (1), (2) si può dimostrare [3] che valgono 
le seguenti relazioni: 

dò dò dò dò 
(3) r}= — - JL , E == —î- , H = —!- ,q = kyQ — . w ' 8 0 ' 8D 8B dq 

Inoltre assumiamo 

l d2ò 

L'uscita elettromagnetica U del mezzo ./# è allora definita dalla terna : 

U = ( E , H , J ) 

dove i vettori (E (t) , H (t) , J (t)) sono i valori attuali rispettivamente dei vet­
tori campo elettrico, magnetico, e denbità di corrente elettrica. Nel seguito sup­
porremo i valori attuali dei campi considerati funzioni limitate su [0 , d^). 

Nel generico processo termoelettromagnetico p (t) i campi considerati ve­
rificano in ipotesi di sufficiente regolarità le equazioni: 

V X E = — B 

V x H = — D + J 

(5) Ï h = — V -q + r 

^-'•(iK 
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dove R = V * E x H è l a densità per unità di volume di energia elettroma­
gnetica che entra in O. 

Osserviamo ora che la (5)4, ove si tenga conto del teorema di Poynting e 
della (5)3, si può scrivere nel seguente modo (cfr. [3]): 

(6) è = — V - g + r + E - Ò + H - B + J - E . 

Supponiamo ora l'ambiente in cui è immerso Jt a temperatura costante 
0O = 0 [x , 0), localmente termicamente e elettromagneticamente passivo [7], 
cioè risulti rispettivamente: 

(7) 

0 — 60 r / 0O — 0 \ 00 — 61 
V a • q - > a V • ( q— — r ~ 

0 L V 0 / 0 J 

a ( x , / ) E x H • n d a > — J a (x , t) V (D , B) d Q , 

2Q, 

V a (x , if) > 0 , a e C0°° (R3 x [0 , d^)), n è il versore della normale esterna e 
V (D , B) è una funzione non negativa differenziabile rispetto a D e B. 

Supponiamo ora verificate le seguenti ipotesi: 

+ (D , B , q , 0O) > 0 , ty (0 , 0 , 0 , 0O) = 0 , ì ì (0 , 0 , 0 , 0O) = 

( 8 ) dà 
= 0 , ^ 1 ( 0 , 0 , 0 , 0 O ) = O , 

6 B 
ty sia una funzione convessa rispetto a D e B i n D = O,B = O , g = O,0 = 0o; 
tenendo conto di (3) 2 3 , deve allora esistere un e > 0 tale che [6]: 

(9) — D D + 2 ^ 5 D B + — B B > e (D2 + B2) 
OD 9 D 8B 

dove le derivate dei campi sono calcolate in ( 0 , 0 , 0 , 0O). 
Ciò premesso, dimostriamo il seguente 

TEOREMA. L'energia libera canonica del materiale J4 immerso in un am­
biente a temperatura costante 0O = 0 (x , 0) localmente termoelettromagneticamente 
passivo si evolve in ogni processo termoelettromagnetico p (t), che inizia da uno 
stato a temperatura 0O, secondo la legge: 

J M (D {t) ,B(t),q (t), 60) + V (D (*), B (*))] dx < 
st (*o) n n 

(10) 

<|[<KD(0),B(0),0,eo) + V(D(0),B(0))]d« 

So (x0) n Q 

3. — RENDICONTI 1985, vol. LXXIX, fase. 1-4 
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dove S (x0) = {xe R3 : | x — x0 | < z + N (dp — t), z > 0} con 

Ex H | + e-e„ q 

(H) 

N ^ +(D,B > g , e o ) + V(D,B) + C(0-e o ) 2 

Dimostrazione. Consideriamo la grandezza 

y (t) = foc (x , t) (s — 607] + V) dO , 

dove la quantità z — 60 7] + V è detta densità di energia libera canonica e a (x , £) 
è una funzione non negativa di C£° (R3 X [0 , dp)). Derivando la (11) rispetto 
alla variabile temporale e utilizzando (5)5, (6) otteniamo: 

Y ( * ) < à(s-e0Y] + v)do + 

afE.D + H.B + J .E + V - (g^ ?)—r-° 9 + v ] dQ . 

Ricordando le (7) risulta allora 

(12) Y ( 0 ^ U ( s —e07] + V)dO+ Va - E x H — qZ± dO. 

Per la formula di Taylor e ricordando la (4), troviamo [5]: 

(13) e (D , B , « , 6) — 80r] (D , B , « , 6) = <KD , B , « , 60) + C (6 - ^o)2 

dove C è il calore specifico in corrispondenza di una temperatura compresa 
tra 60 e 6. Se integriamo la (12) nell'intervallo [0 , t) e [0 , dp) e teniamo conto 
di (11), (12) e (13), abbiamo: 

j*(t) [«J, (D (t) , B (*) , « (t), 60) + V (D (t), B (*))] dQ < 

(14) < J oc (0) [+ (D (0), B (0) , 0 , 6„) + V (D (0) , B (0)] dQ + 

t 

+ i f(à + N|Va|)[4-(D,B q e0) + V(D,B) + C(6 —e0)
2]d£2d* 

0 Q. 
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con 

E x H | + 
N-- sup 

PÙ + (D , B , q , 0O) + V ( D , B) + C ( 0 - 0 o ) 2 

dove N è finito anche se V = O , 0 ^ - 0 O , D - ^ O , B - ^ O e 9 -* 0 . 

Se consideriamo infatti lo sviluppo in serie di Taylor del primo ordine 
dei campi E , H in un intorno di 0O, possiamo maggiorare il suddetto rapporto 
tramite : 

E (D , B , q , %) X H (D , B , q , %) | + 

(15) H D , B , s , e 0 ) + C(6-e0)* + 

+ 
l ( | E ( D , B , « , e 0 ) | + | H ( D > B , g , 0 o ) | ) | 6 - e o | + m ( 6 - 0 o ) 2 

<j, (D , B , q , %) + C (6 - 0O)2 

dove / = sup ( 
Pit) \ 

8E 

6 Î 
+ 0 H 

6 Ï 
, m = sup 

Pit) 

6 E ô H 

e = eA 

Se sviluppiamo in serie di Taylor del primo ordine E (D , B , q , G0) e 
H (D , B , q , 60) in un intorno di D = 0 , B = 0 , q = 0 e teniamo conto di 
(3), (8), a meno di termini di ordine superiore al secondo abbiamo: 

(16) 

E ( D , B , « , 8 0 ) x H ( D , B , g , e , ) | < 
6 E 

6D 

+ 
iaE 
9B 

D2 + 
8H 

8B 

8 E 

0~B + 
8E 

6D 
551 + 
6BI 

6 E 

Ì)B 

3 E 

+ 3 D 

8 H 

8 B + 

8 B 
B2 

(| E (D , B , q , 0O) | + | H (D , B , q , 0O) |) | 0 - 0O | < f 
3 E 

6B + 

+ ^ 
8E 
8D 

8H 
8B 

D2 + 

) (e - e0)2, 

8H 
8B 

+ 8H 
SD 

B2 + 
8 D 

+ 2 
8 H 

8 D 

dove le derivate dei campi sono calcolate in ( 0 , 0 , 0 , 0O). Se consideriamo ora 
lo sviluppo in serie di Taylor di <\> (D , B , q , 0O) in un intorno di D = 0 , B = 0 
e q == 0 e ricordiamo le (3), (8), (9), a meno di termini di ordine superiore al 
secondo risulta: 
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+ (D,B,g,0o) = ' - ^ . D - D + - 4 1 - -D -B + 
2 8 D 2 9 D 8B 

(17) 
+ i | A . B -B + ^±^q*>2c(D* + B*) + l 

2 3B 2 2 & Y 6 2ky% 

dove le derivate della (J; sono calcolate in (0 , 0 , 0 , 60). Se teniamo conto del­
le (16), (17), (9) e delle ipotesi di limitatezza dei campi in considerazione, 
possiamo maggiorare il rapporto (15) tramite la funzione: 

R ( D , B , g , 6 ) = - * D 2 + ^ B 2 + S g 2 + / ( 9 - 9 ° > 2 , 
c (D3 + B2) + v 9

2 + C ( e - e 0 ) 2 

dove a , (3, S , / , v sono opportune costanti positive ; considerando poi che 
R (D , B , q , 6) è limitata e converge quando D - ^ 0 , B - ^ 0 , g -* 0 e 0 -> 60, 
conseguiamo la verifica della suddetta proprietà di N. 

Infine consideriamo per ogni h > 0 e x0e Q. le seguenti funzioni 

yJi(x,t) = l — \h(\x — xQ\—N(dp — t) — r + h)9r>0 

u h 

ove X A ( M ) = j \(s)ds,\(s)e C0°° ( - oo, + oo), i \ (s) ds = 1 , 

-oo -h 

cos t 
M * ) > 0 > \ ( s ) < ^ - , \(s) = 0 per | * | > A; 

se poniamo infine nella (14) a (x , £) = ^ (x > 0 e passiamo al limite per A -> 0 
(cfr. [7]), otteniamo la (10). 
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