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Fisica matematica. — / / criterio delVenergia e l'equazione di Max-
well-Cattaneo nella termoelasticità non lineare (*). Nota di ETTORE 

LASERRA (*#) e GIOVANNI MATARAZZO ( # # ) , presentata (###> dal Socio 
D. GRAFFI. 

SUMMARY. — By means of the energy method we determine the behaviour of 
the canonical free energy of an elastic body, immersed in an environment that is ther­
mally and mechanically passive; we use as constitutive equation for the heat flux a 
Maxwell-Cattaneo like equation. 

INTRODUZIONE 

In un precedente lavoro [7] si considerano le equazioni della termoelasti­
cità non lineare relative a un corpo elastico immerso in un ambiente termomec-
canicamente passivo a temperatura costante: tale restrizione esprime Pimpos-
sibilità dell'ambiente esterno di perturbare meccanicamente o termicamente il 
sistema (vedi Gurtin [4], [5]). Mediante il criterio delPenergia si mostra che 
l'andamento del funzionale delPenergia libera canonica, misurato su una sfera 
che si contrae, è monotono non crescente in un processo che parte da uno stato 
a temperatura costante. Tale legge di comportamento viene formulata in [7] 
in due modi diversi caratterizzati dalla presenza o meno di un termine di flusso 
di calore. A differenza della prima, la formulazione priva di tale termine richiede 
Pipotesi che la « velocità di contrazione della sfera » sia finita quando i campi 
in considerazione tendono a zero e la temperatura del corpo tende a quella del­
l'ambiente. 

In questa nota si mostra che è possibile eliminare tale restrizione mediante 
l'uso della equazione di Maxwell-Cattaneo [1] al posto della classica equazione 
di Fourier per il flusso di calore. In una nota successiva si considera l'ana­
logo problema nel caso di un materiale elettromagnetico non lineare immerso 
in un ambiente a temperatura costante termoelettromagneticamente passivo. 

(#) Lavoro eseguito sotto gli auspici del GNFM del C.N.R. e nell'ambito dei 
progetti di ricerca finanziati con i fondi M.P.I. 

(##) Dipartimento di Matematica e applicazioni « Renato Caccioppoli » dell'Uni­
versità di Napoli, Facoltà di Ingegneria, via Claudio 21, 80125 Napoli. 

(###) N e i i a s eduta del 28 giugno 1985. 
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1. Sia & un corpo continuo che occupi la regione B0 dello spazio euclideo 
R3: la funzione x = x(K,t) designi il moto del punto X e B0 nelPintervallo 
[0 , dp) , dp G R+. Il comportamento termoelastico del corpo <% viene descritto 
mediante i funzionali di risposta termoelastici T , q , h in relazione al generico 
processo p (t) == (L (t) , 8 (t) ,g (£)), dove L (t) e Lin (V) è il gradiente di ve­
locità, legato al gradiente di deformazione F = Vx x (X , t) dalla relazione L = 
FF , q (X , t) è il vettore flusso di calore, g (X , t) = Vx Q (X , i) è il gradiente 
della temperatura assoluta 0 (X , i) > 0. Consideriamo materiali per cui lo stato 
è dato da a = (F , 6 , q) e dove i funzionali costitutivi sono così definiti(l) : 

(1) h(t) = h(Gt9p(t)) 

T ( 0 = T ( a f ) 

h{i)=h (ct , j 

q + yq = —kyg 

con y , k G R+ . 
Osserviamo che, a differenza del lavoro [7], supponiamo verificata per il 

flusso di calore l'equazione di Maxwell-Cattaneo (1)3. I campi in considera­
zione, sotto opportune ipotesi di regolarità, verificano [3] le equazioni della 
quantità di moto e del calore, nonché la Prima e Seconda Legge della termo­
dinamica: 

|X X = V • T + JJLÒ 

yjt = — V • q + \xr 

(2) ( (JLS=JZA + T L 

m > -v • (-f) + , f 

dove s (at) , v] (GJ) , r , b designano rispettivamente la densità per unità di massa 
di energia interna, di entropia, di sorgente di calore e delle forze di massa, men­
tre (X (X) > 0 rappresenta la densità di massa nella configurazione di riferimento. 
Operando opportunamente sulle prime tre equazioni di (2) è possibile perve­
nire alla seguente equazione delPenergia: 

(3) * \j + dì ( T ) ] = b ' * + v '(* ' * ~q) + ^ 
Poiché abbiamo considerato la temperatura assoluta come variabile indi­

pendente è opportuno introdurre l'energia libera di Helmholtz <\> (at) = z (ot) — 

- 8 ( X , * ) * l f a ) -

(1) Se indichiamo con p la funzione di transizione degli stati at = p (e 9pt), dove 

pt è la restrizione di p (t) a [0 , t),t e [0 , dp), h (at ,P (0) è la potenza calorica, mentre T (at) 

è il valore attuale del primo tensore di Piola-Kirchoff. 
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Ricordiamo ora che, per un materiale del tipo (1), le funzioni ty , T , 7) 
sono espresse mediante le seguenti relazioni: 

(4) + = + ( F , g , e ) , T = T ( F , g , e ) ) y 1 = 7 i ( F , 9 , 0 ) . 

Nell'ipotesi di sufficiente regolarità per le equazioni costitutive (1) è 
possibile dimostrare [2], imponendo le restrizioni che seguono dalla disegua­
glianza di Clausius-Duhem (2)4 che l'energia libera di Helmholtz costituisce 
un potenziale termodinamico non solo per le funzioni T e v), ma anche per la 
funzione q, cioè risulta: 

dò dà dà 

(5) T - ^ , , — ^ , . - r * « - j £ . 

Inoltre supponiamo: 

1 92<L 
(6) C ( F , e , 9 ) = - - - - ^ - > 0 , 

dove C è legato alla capacità termica K dalla relazione C = K/2 6. Sia ora l'am­
biente circostante al corpo Sì a temperatura 60 uniforme, localmente termica­
mente [6] e meccanicamente passivo [7]; siano cioè verificate rispettivamente 
le seguenti diseguaglianze: 

9—00 r / Q o — e \ °o— 6 1 
(7) Va • , — > a [ V • ( , J L _ j _ r _ j 

su B0 X [0 , dp), Va (X , t)e C~ (R3 X [0 , dP)); 

(8) a 6 • x dm + a T • n • x da < — aV (x) dm 

Bo ' B o 

dove a (X , t) > 0 è una qualunque funzione di C£° (R3 X [0 , d^)) , n è il ver­
sore della normale esterna alla superficie 3B0 e V (x) > 0 è la densità per unità 
di massa di energia potenziale di tutte le forze esterne applicate a ^ ; in 
particolare, se nella (8) vale il segno di eguaglianza, l'ambiente esterno al corpo 
viene detto conservativo. 

Il significato della condizione (7) si comprende ad esempio scegliendo 
a costante. Allora integrando su B0 si ha: 

q - n da — LI r ——— ax <. U . 
6 J 6 "" 
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Se sono verificate le seguenti ipotesi: 

(9) 
dty 

4 (F, q, e0) > o , «j, (o, o , e0) = o , ^ (o, o , o0) = 

= 0 , - ^ ( 0 , 0 , 8 0 ) > 0 , 

si perviene al seguente: 

TEOREMA. In ogni processo termoelastico che inizia da uno stato a tempe­
ratura costante 0 (X , 0) = 0O, Venergia libera canonica ^ (F , q , 0O) del corpo 
& immerso in un ambiente a temperatura costante 0O, localmente termicamente e 
meccanicamente passivo, evolve secondo la legge: 

j fo(F(t),q(t)t%)+ jx' + V(x(t))~\dm< 

f+ (F (0), 0 , 60) + 1 x» (0) + V (x (0))1 dm 
< 

So (xo> 

V * e [ 0 , d „ ) , fe S,(X0) = { X € B 0 : | X — X„ | < Z + N (dp — t),Z>0} 
con 

T (F , q , 6) • x 

N = sup 
i>(0 

+ e 

+ (F, 9 , e0) + ~ x> + e (e - e0)
2 + v (*) 

Dimostrazione. Su ogni processo p (t) compatibile consideriamo la se­
guente grandezza: 

(10) 9 (t) = fa (X , t) (z — 60YJ + - - i 2 + V (*)) dm 

1 . 
dove E — 80 yj + — oc2 + V (x) è la densità per unità di massa di energia 

libera canonica, mentre a (X , t) e C~ (R3 X [0 , dp)) è una funzione non ne­
gativa; derivando la (10) rispetto a f e tenendo conto di (2) e (3) si ottiene: 

(11) <P (t) < l a (e — 60 v) + — x2 + V (*)) dm + U (6 • x + 

Bo B 0 

+ l v - ( f - * ) + V)dm+J«[v- ( f f ^ ^ - ) - r ^ ^ l j d x , 
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che possiamo riscrivere, ricordando le (7), (8), nel modo seguente: 

(11') <?(*)< U ( s — 8 0 Y ) + — x 2 + V ) d m — V a - ( T - x ) d * + 

Va • q dx . 

Per la formula di Taylor e ricordando la (6) abbiamo: 

(12) C (F , g , 6') (0 - 6 0 ) 2 + + (F , * , 80) = e (F , * , 8) — 

- 8 0 7 ] ( F , g , e ) , 

dove 8' è un opportuno valore di 8 compreso tra 8 e 80; se integriamo la (IT) 
su [0 , t) cz [0 , dp) e teniamo conto di (12), risulta: 

Joc (*) [ <|>(F (t) , q ( t ) , 60) + 1 ** (0 + V (* (*))] dm < 

(13) < fa(0)U(F(0),0,80) + i-i»(0) + V(*(0))Jd« + 

+ f fc + N | Va |) U, (F ,q , 60) + i - i » + V (x) + C (6 - 8 0 ) 2 ] dm dr 

con 6 (X , 0) = 60 e 

T (F , g , 6) • x ! + 
N = sup 

e 

*(() +(F,9 )80)+ ì i2 + C(8-80)2 + V(*) 

Osserviamo che la definizione ora scritta di N è giustificabile mediante il 
seguente : 

LEMMA. Nelle ipotesi di regolarità ammesse per le funzioni T , q , <\> , C , 
6 e p (t), su ogni processo p (t) che inizia a temperatura 60 compatibile con Vam-
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Mente a temperatura costante 0O, localmente termomeccanicamente passivo, risulta: 

T - i | + 

<j; (F , q , %) + i - i» + C (6 - e „ ) « + V(x) 

< N , N e R + 

Dimostrazione. Sviluppando T (F , # , 0) in serie di Taylor in un intorno 
di 60, a meno di infinitesimi di 0 del secondo ordine, si ottiene: 

T - i | + 
0 — 9 n 

< 

4» (F, «, e„) + y i2 + e (e - w + v (*) 

T (F, «, e0) • i | + 
< 

e — e n + |(0-eo)M x 

4<(F,«,e0) + — i2 + c(e~e0)2 

dove M 
rein 

= 8up "âfl" 
se sviluppiamo ancora in serie di Taylor <J* (F , q , 0O) e T (F , g , 80) in un in­
torno di F = 0 e q = 0, teniamo conto di (5), (9) e delle ipotesi di limitatezza 
dei campi in considerazione, l'andamento del secondo membro della disegua­
glianza ora scritta in un intorno del punto ( 0 , 0 , 0 O ) risulta descritto dal 
seguente rapporto: 

8 T 

6 F 
(0 , 0 , 0O) : F • x + Q + (0—e0)M x 

. J _ « < t , 0 , < U : F : F + ^ L - „ • + i - «• + C (e - «„)> 

il quale è maggiorato da: 

R (F , q , x , 8) 
aF* + bxz + eq* + n(Q—%)* 

dove a ,b , e ,n , e, m sono opportune costanti positive; considerando poi che 
R (F , q , x , 8) è limitato e che il suo limite converge quando F —* 0 , q —» 0, 
x -* 0 e 8 —* 80, conseguiamo il risultato del Lemma. 
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Consideriamo ora per ogni h > 0 e X0 e B0 le seguenti funzioni [7] 

(14) Xh = l-lh(\X-X0\-N(dp-t)-Z + h), 

dove: 

l h 

\ (5) = J h (v)dv , \ (Ç)6 O (—00 , + oo), J 8, (£) ài = 1 , 

-A -A 

cost. 
8, (Ç) > 0 , 8h {l) < — , S* (!ì) = 0 per | Ç | 2> A ; 

se poniamo infine nella (13) a (X , £) =XA (X , £) e passiamo al limite per 
A -x 0, otteniamo la diseguaglianza espressa nel teorema. 
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