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DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Seduta del 9 marzo 1985
Presiede il Presidente della Classe GIUSEPPE MONTALENTI

SEZIONE I

(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Analisi matematica. — Un problema di omogeneizzazione bidi-
mensionale. Nota di STEFANO MORTOLA e SERGIO STEFFE, presentata (*)
dal Corrisp. E. D GIORGI.

SummMaRy. — In this note we study the periodic homogenization problem for a
particular bidimensional selfadjoint elliptic operator of the second order.

Theoretical and numerical considerations allow us to conjecture explicit formulae
for the coefficients of the homogenized operator.

INTRODUZIONE

Mentre la teoria della omogeneizzazione periodica per operatori lineari
del IT ordine autoaggiunti pud contare su moltissimi risultati generali, solo in
pochissimi casi si conoscono formule esplicite per le matrici omogeneizzate.

In questo lavoro affrontiamo il caso particolare in cui la matrice da omo-
geneizzare sia isotropa e costante nei 4 sottoquadrati del quadrato unitario. For-
muliamo una congettura relativa alla possibile formula esplicita (4.1) per la ma-
trice omogeneizzata, congettura che, anche se tuttora non dimostrata, & corro-
borata da molte considerazioni di carattere teorico ed & confortata da risultati
numerici.

Ringraziamo il Prof. Mario Arioli per i preziosi suggerimenti sulla parte
numerica e il Prof. Ennio De Giorgi per gli utili colloqui sulla parte teorica.

(*) Nella seduta del 9 marzo 1985.

6. — RENDICONTI 1985, vol. LXXVIII, fasc. 3



78 Atti Acc. Lincei Rend. fis. — S. VIII, vol. LXXVIII, 1985, fasc. 3

§ 1. NOTAZIONI E RICHIAMI

Sia Y il quadrato [0,1] x [0,1] di R?,a;;€ L®(R?),7,7=1,2, pe-
riodiche di periodo Y, e sia v > 0 tale che X;;a;; (%) £, 8, >V | £ |2 Vxe Y,
Vv £ € R2 Supponiamo inoltre che a,, = a,,.

Se ue H*(Y), sia per ¢ >0 A, (u) Poperatore X;; D, (a;; (x/c)D;u)e
F, () Penergia di u rispetto A.:

F, (u)= JE a;;(x[e) DyuDjudx.
v

E gia dimostrato in [1] e [2] che esiste ed ¢ unica una matrice d;; sim-
metrica costante e definita positiva tale che Vfe L2 (Y) valga la:

(1.1) min {Fa(u)—}—ffudx} — min {fEd“-DiuD,-u +fu dx}
Y

ueHA (V) =0 weHy(Y) Y

e un modo per calcolare gli d;; consiste nel risolvere il seguente problema va-
riazionale:

(1.2) Zija"iji,;Ej:min{fzija“(x)DiuDjudx:u—-ExeP(Y)},
Y

ove P (Y) ¢& lo spazio delle funzioni di Hj,. (R?) periodiche con periodo Y [1].

Anche nel caso in cui a;; non fosse definita positiva ma solo semidefinita
positiva, & possibile ugualmente studiare il problema della omogeneizzazione
periodica [3], e invece di considerare il minimo in (1.2) si deve considerare
Pestremo inferiore relativo allo stesso problema.

Una espressione esplicita degli d;; in funzione degli a;; ¢ nota in pochis-
simi casi; indichiamo con Y;,Y,,Y,;, Y,i4 sottoquadrati [0, 1/2] x [1/2,1],
[1/2,112,[0,1/2]2,[1/2,1] x [0, 1/2] del quadrato unitario;

i) se a;;(x)=29;;a(x) con a(x) che vale « in Y, UY, ¢ § su Y; U
VY, allora d;;=38;; J«B ([4], [5]);

i) se a;; (%) =a (%) b (x,) 3;; allora

dllz(j1/a(t)dt>_1<jb(t)dt>

0
1

fop — < f a(?) dt> (f 15 (%) dt>_1
o — i 0 0

come segue direttamente dalle formule di [6].
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§2. IL PROBLEMA STUDIATO

Il problema che consideriamo & quello della omogeneizzazione periodica
bidimensionale di una matrice isotropa del tipo:

a;;(x)=238;;a(x) ove a(x)=oyy:+ Brye+ YAyvs + O%va

con a,f,y,8>0.

Vale la seguente:

A

ProrosiziONE 1. La matrice omogeneizzata @;; risulta sempre una matrice
diagonale

sy (d@,p,y,%) 0
("”)< 0 b<a,@,y,8>>

dove 4 e b sono funzioni analitiche dei propri argomenti, strettamente positive che
soddisfano inoltre queste praprieta :

2.1) (e, 1/p, 1y, 1/3)b(x,B,y, 3 =1

22)  d(x, By, =b(x,v,8,9)

(23)  d(x,B,v,0)=d@,«,d,y)=d(y,d,«,B)=d(@,v,8,9)
(24)  d e b sono omogenee di grado 1

(25)  My(Ny(@) <d(x,B,7,8 <N;(M;(a)) @

(26)  M;(Ny(a) < b(x,B,7,8) < N: (M (a).

Nel caso particolare in cui « =B =+y=1, la matrice omogeneizzata ¢
isotropa, cio¢ del tipo d () 3;;; utilizzando i risultati di [3], [4], [5], [7], [8],
[9] si pud dimostrare la seguente:

(1) Data una funzione f: Y — R indichiamo con N, e M, gli operatori:

1
N; (f) (x9) = 1/(f 1/f (2 , x3) doxy ... media armonica su x
0

1
M; (f) (wo) = ff (%1 5 x2) doey ... media aritmetica su x;
0

e analogamente N, e M, invertendo i ruoli tra x; e x,.
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ProPOSIZIONE 2. La funzione 4 (8) soddisfa le praprieta :

2.7y esistono ¢’ ,¢”" >0 tali che ¢’ <d(8) <’ ¥8 >0

(2.8) 4 & strettamente crescente

29 a&)=1/4 & (1)=-—3/16

(2.10) & (3) ha derivate di ordine pari negative e di ordine dispari positive
(211) a@®) a(1/d)=1

(2.12) 8lim ad)=y3 lsin'; a@®)=1/y3

Le proprieta viste non identificano ancora né d («, 8, v, 8) né 4 (8); si ¢
pensato percié di provare ad ottenere ulteriori informazioni affrontando il pro-

blema numericamente.

§ 3. CONSIDERAZIONI SULL’APPROSSIMAZIONE NUMERICA

Per affrontare dal punto di vista numerico il problema dell’omogeneizza-
zione della matrice isotropa a;;(x)=29;;a(x) con a (x) = ayy; + Bxys +
+ vxys + 9y ys abbiamo semplicemente diviso il quadrato [0, 1] X [0, 1] in
N2 sottoquadratini Q (¢,7): [{//N, (¢ + 1)/N] X [j/N,(+ 1)/N],7,7=0,...,
N — 1, e abbiamo introdotto la funzione ¢x (&, , £,) valore minimo del seguente
problema discretizzato:

(3.1) min{??IA(i,i) (@, )—u@—1,))2+ @(@,))—u@,j—1)%:
15
u(N’]):u(O)])+ al; u(Z’N):u(Z,O)+ iz;i,j=0, e ,N}
ove si ¢ indicato con A (7, ) il valore costante di a (x) sul quadratino Q (7 — 1,

j—1) e si & supposto N intero pari.
Il risultato & una forma quadratica rispetto &, £,, cioé:

(3.2) on (Bry Bo) = dn E2+ 20n Eu8n + BN B2

Possiamo chiamare la matrice:

o0y (O ex
@ =2 )

la omogeneizzata discreta N-esima della matrice a;; ().
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Dai risultati di [10] e [11] opportunamente adattati al nostro caso, segue

. a 5 a 0
m(t -6
N—oo \ €N bn 0 b
e questo garantisce che la scelta della discretizzazione fatta approssima effetti-
vamente il problema originale.

A sua volta (3.1) ¢ un problema di minimizzazione di un funzionale qua-
p q
) . . D (Na1) 2 . .
dratico su un sottospazio affine di R&+9" e puo essere affrontato con varie tec-

niche: noi, esplicitando i vincoli ci siamo ricondotti ad un sistema di condizioni
lineari di ottimalitd, risolto iterativamente con un algoritmo del tipo di Gauss-

Seidel.

§4. UNA CONGETTURA SULLA MATRICE OMOGENEIZZATA

Analizzando tutti i risultati teorici nonché quelli numerici relativi a diverse
quadruple (o, 8, v, 8), siamo arrivati a formulare una congettura relativa alla

espressione delle funzioni 4 e b mediante le medie M; e N; introdotte nella
Prop. 1:

d(,B,v,9)= VN (M, (a)) M, (N (a))
5(“ By, 8= VNz (M; (a)) M, (N, (a))

(4.1)

che si possono anche scrivere esplicitamente:

d(a’ﬁ’y’g)_V“BY"‘“BS‘]‘“YS‘{‘B‘{S (x4 7)(B+9)
o at+B+vy+3d (¢ + B) (v + 9)

/

/ Fooig [afBy + o« + oyd + ByS (a + B) (v +.9)
b y N ,8:

el N M ey

(4.2)

e che nel caso o = f =y =1 si riducono alla

(4.3) ad)=1(1+38)/3+9)-

Queste formule hanno il pregio di generalizzare i casi teorici noti ripor-
tati nel §1., di soddisfare tutte le proprieta dimostrate nel §2., e sono in buon
accordo con i risultati numerici ottenuti per valori di «, B, vy, 3 compresi tra
1/10 e 10 e con N tra 40 e 100 @,

(2) La Prof.ssa Donatella Marini dell’I.LA.N. di Pavia ha recentemente comuni-
cato agli Autori di avere effettuato ulteriori verifiche numeriche con risultati perfetta-
mente in accordo con le (4.1).



82 Atti Acc. Lincei Rend. fis. — S. VIII, vol. LXXVIII, 1985, fasc. 3

Osservazions :

Non si puo invece sperare che le formule (4.1) rappresentino la matrice
omogeneizzata nel caso piu generale di una generica matrice a;; (x) uniforme-
mente ellittica, e in realth neppure quando la matrice omogeneizzata risultasse
diagonale: gia infatti se a;; (x) = 8;;a (x) con a(x)=23 su [0, c]®> e =1 negli
altri punti di Y, ¢& facile verificare che per 3, ¢ sufficientemente piccoli esse non
sono corrette.

Infine si noti che I'espressione del determinante della matrice d;; congettu-
rata risulta una funzione simmetrica rispetto ai parametri o, B, v, 8; inoltre
si pud dimostrare che essa coincide con il determinante della a(°> del §3.
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