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SEZIONE 1

(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Teoria dei gruppi. — Sottogruppi massimali dei sottogruppi di
Sylow e complementi normali. Nota di ANNA Luisa GILOTTI e Luicl
SERENA, presentata ) dal Socio G. ZAPPA.

SumMARY. — In this Note conditions for the existence of a normal p-complement
and for the supersolubility of a finite group are given.

1. INTRODUZIONE

In una Nota [1], S. Srinivasan osserva che i gruppi finiti nei quali i sotto-
gruppi massimali dei p-sottogruppi di Sylow sono normali, risultano essere
supersolubili e prova che, indebolendo I’ipotesi di normalita con quelle di 7—
quasinormalitd e subnormalitd, si ottiene, nel primo caso la supersolubilita,
mentre nel secondo P’esistenza di una torre di Sylow.

Il concetto di sottogruppo fortemente chiuso in un p-sottogruppo di Sylow
pud essere riguardato come un’ulteriore generalizzazione del concetto di sot-
togruppo normale.

In questa Nota gli Autori forniscono alcuni criteri per lesistenza di p-
complementi di Sylow normali. Ad esempio, essi provano che: Condizione ne-
cessaria e sufficiente affinché un gruppo finito G possegga un p—complemento di
Sylow normale é che, detto P un p—sottogruppo di Sylow di G, i sottogruppi mas-
simali di P siano fortemente chiusi in P rispetto a G e

(INg(P): Cc () [, p—1)=1.
(*) Nella seduta del 10 marzo 1984.
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Come conseguenza di tale criterio si ottiene che i gruppi finiti, nei quali
i sottogruppi massimali dei p-sottogruppi di Sylow sono fortemente chiusi, ri-
sultano essere supersolubili.

Nella nota G indicherd un gruppo ﬁmto e le notazioni sono quelle usuali

(v. Gorenstein [4]).

2. Sia G un gruppo e sia P un suo p-sottogruppo di Sylow. Un sotto-
gruppo V di P si dice debolmente chiuso in P rispetto a G se per ogni ge G per
cui Vo' <P segue Ve=1V.

Si vede facilmente che se V & debolmente chiuso in P rispetto a G allora
Ng (V) = Ng (P).

Ricordiamo inoltre che un sottogruppo V di un p-sottogruppo di Sylow
P di G si dice fortemente chiuso in P rispetto a G se V9 (\ P <V per ogni ge G.
Chiarameﬁte, se V ¢& fortemente chiuso allora & anche debolmente chiuso in
P rispetto a G.

I p-sottogruppi di Sylow dei sottogruppi normali sono esempi di sotto-
gruppi fortemente chiusi e nei gruppi p-risolubili gli esempi sono solo di que-
sto tipo.

Si prova facilmente che se V; e V sono sottogruppi fortemente chiusi i in
P rispetto a G, allora V; NV, ¢& fortemente chiuso in P rispetto a G.

Premettiamo il seguente

LemMma 1. Sia P un p-—sottogruppo di Sylow di G. Sia V un sottogruppo
di P fortemente chiuso in P rispetto a G. Allora (G' N"P)V=(N"NP)V dove
N =Ng (V).

Dimostrazione. E il Teorema B (parte b) di [2].

LemMma 2. Sia P un p—sottogruppo di Sylow di G e sia P <H < G. Allora
le seguenti affermazioni sono equivalenti :

@) GJO? (G) ~ H/O (H).
b) G/O? (G) G’ ~ H/O» (H) H'.
) PNG =PNH.

d)y PNG)4 (P)y= P NH) ¢ (P).

Dimostrazione. a) = b) & banale. b) = c¢) segue dal Lemma 6.15 Cap. X
di [6] ¢) = d) ¢& banale.

Proviamo d) = a).

Sia E (G) il piu piccolo sottogruppo normale di G tale che G/E (G) & un
p-gruppo abeliano elementare. Allora E (G) =G’ O? (G) ¢ (P).

Infatti, E(G) > G' O0?(G)¢ (P). Ma G’ O? (G)$ (P) ¢ un sottogruppo
normale di G e G/G’' O? (G) ¢ (P) & un p-gruppo abeliano elementare.
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Quindi, per definizione di E (G) si ha G’ O?(G) ¢ (P) > E(G). Segue I'ugua-
glianza. Allora si ha E(G)N\P =G’ 07 (G) ¢ (P) NP =¢ (P) (G’ O?(G) N P).
Ma G’ 0?7 (G)NP =G NP per il Teorema 18.4 di [3].

Segue E (G) NP = (G'M P)é (P) = (H'M P) & (P) = H’ 07 (H) ¢ (P) N\ P —
=E(H)NP. Onde PE(GINP~PEH) NP e quindi G/E (G) ~
~ P/E(G)NP=P/E (H)N P ~ H/E (H). Per il Teorema 20.2 di [3] si ha
G/O? (G)~ H/O? (H).

TreoremA 1. Sia P un p-sottogruppo di Sylow di G. Supponiamo che ¢ (P)
sia fortemente chiuso in P rispetto a G. Allora G|O? (G) ~ N/O? (N) dove

Dimostrazione. Essendo ¢ (P) fortemente chiuso in P rispetto a G, per
il Lemma 1 si ha (G’ NP) ¢ (P) = (Ng (¢ (P))’ NP) $ (P). Procediamo per in-
duzione su | G |.

Se Ng (¢ (P)) < G, per ipotesi induttiva, essendo N < N (¢ (P)), si ha
N¢ (4 (P))/O? (Ng (¢ (P))) ~ N/O? (N) e quindi per il Lemma 2
(PU N6 ())& (P) = (P N N') & (P). Segue (G' 1) P) & ()= (N' "\ P) & (P).

Ancora per il Lemma 2 segue G/O? (G) ~ N/O? (N).

Sia quindi ¢ (P) <] G e sia G =G/ (P).

Se G =G, P ¢ abeliano elementare ed il risultato segue dal secondo teo-
rema di Grun. Supponiamo quindi |G | < |G |.

Per ipotesi induttiva G/O? (G) ~ N/O? (N) dove N =N (P/d (P)) =
— Ng (P)/ (P) = N/6(P). Quindi

G (P) 1 07 (G) & (P)j6 (P) ~ N (P)/ (P) | O (N) ¢ (P)/$ (P) da cui
G/07(G) ¢ (P) ~ N/O?(N) ¢ (P) onde (G' N P)¢ (P)=N"NP) ¢ (P)

e per il Lemma 2 si ha G/O?(G) ~ N/O? (N) come si voleva.

TEOREMA 2. Sia P un p-sottogruppo di Sylow di G. Allora condizione ne-
cessaria e sufficiente affinché in G esista un p—complemento di Sylow normale é
che & (P) sia fortemente chiuso in P rispetto a G ed esista una catena :
Vo=P> V> V,> ... D>V, =6@P); | Vi/Vipy | =p(E=0,...0—1)di
sottogruppi tutti debolmente chiusi in P rispetto a G ed inoltre

(INg(®):Co(®) |, p—1)=1

Dimostrazione. Condizione sufficiente: Per il Teorema 1 si ha G/O?(G) ~
~ N/O? (N) dove N = N, (P). Bastera quindi provate che N ha un p—comple-
mento di Sylow normale. Sia K un p’-sottogruppo di Hall di N, che esiste
per il teorema di Schur—Zassenhaus, e sia a€ K. a induce in P un p’-automor-
fismo che fissa ogni membro della catena Vo=P > V,> V,> ... >V, =
=¢ (P) essendo N (V;) =N (=0, ..., 7). Quindi a induce su V;/V;, un
p’—automorfismo. Ma se ¢ ¢ l'ordine dell’automorfismo indotto da a in P pesx
le ipotesi fatte (¢,p —1)=1, quindi a necessariamente induce su V;/Vu
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’automorfismo identico. Cid implica che a induce su P/¢ (P) ’automorfismo iden-
tico (v. Teorema 5.3.2. di [4]). Qundi per il Teorema 5.1.4 di [4] 4 induce su
P automorfismo identico. Segue ae Cg (P).

Ovvero K < Cg (P) e N=K X P come si voleva.

Condizione necessaria: Sia M il p—complemento di Sylow normale di G.
Sia V un qualsiasi sottogruppo normale di P. V & un p-sottogruppo di Sylow
di MV ed MV ¢& normale in G come si vede facilmente. Quindi V ¢& fortemente
chiuso in P rispetto a G. Sia ¢ (P)=V, <V, ,<l... <!V,=P una catena
di sottogruppi di P ciascuno di indice p nel seguente. Per quanto & stato pro-
vato ¢ (P) e ciascun V;(f=0, ..., n) sono fortemente chiusi in P rispetto a
G. Inoltre necessariamente (| Ng(P):Cg(P) |,p—1)=1 perché in N (P)
esiste un p—complemento di Sylow normale e quindi N (P)/C (P) & un p—gruppo.

CoroLLARIO 1. Sia P un p-sottogruppo di Sylow di G. Condizione neces-
saria e sufficiente affinché in G esista un p—complemento di Sylow normale & che
i sottogruppi massimali di P siano tutti fortemente chiusi in P rispetto a G e

(INg(P): Co(P) [,p—1)=1.

Dimostrazione. Condizione sufficiente: Sia M, un sottogruppo massimale
di P. Se M, ¢ l'unico sottogruppo massimale di P, allora M, =¢ (P) e M, =
=YV, <{P =1V, ¢ una catena di sottogruppi fortemente chiusi del tipo descritto
nel Teorema 2. Quindi si pud supporre che esista M, massimale in P con
M, # M,.

Allora si ha che M; "M, =1V, ¢ fortemente chiuso in P rispetto a G e
[M; : M, "M, |=|G:M,|=p. Se M;N\M,=¢(P) allora la catena
d(P)y=V,<JV,=M, <JP=V, & del tipo descritto nel Teorema 2. Se
M, "M, ¢ (P) allora esiste un altro massimale M; di P con M, = M,
e M,7~ M,

Sia V;=M,; "M, NM,;. Chiaramente V, ¢ fortemente chiuso e |V, :
V; | =p. Cosi proseguendo, si troverd un n per cui V,=M, "M, N ...N
MM, =¢(P) e la catena 6 (P)=V, <]JV,,<]... <]V,=P & una catena
di sottogrupp’ tutti fortemente chiusi in P rispetto a G e ciascuno di indice p
nel seguente.

Quindi per il Teorema 2 esiste in G un p—complemento di Sylow normale
come si voleva.

Condizione necessaria: Sia M il p—complemento di Sylow normale di G.

Come osservato nella dimostrazione della condizione necessaria del Teo-
rema 2, se M, & un sottogruppo massimale di P, allora M; M <] G e quindi
M, ¢ fortemente chiuso in P rispetto a G come si voleva provare.

CoroLLARIO 2. Sia G un gruppo finito. Condizione necessaria e sufficiente
affinché il gruppo G sia supersolubile ¢ che per ogni primo p che divide il suo ordine,
detto P un suo p-sottogruppo di Sylow, P possegga una catena ¢ (Py=V, <l
IV ... <V, <IV,=P di sottogruppi tutti debolmente chiusi in P rispetto
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a G e ciascuno di indice p nel seguente, e che $ (P) sia fortemente chiuso in P ri-
spetto a G.

Dimostrazione. Condizione sufficiente: Procediamo per induzione su | G |,
Sia p il pit piccolo primo divisore di | G |. Si ha allora (| Ng (P) : C5(P) |.
p— 1 =1. Quindi per il Teorema 2, esiste in G un p—complemento di Sylow
normale M. Si pud supporre M~ < 1 >. Sia ¢ il pilt grande tra i primi divi-
sori di | G | e quindi di M. M ¢, per ipotesi induttiva, sapersolubile, quindi
se Q & un g-sottogruppo di Sylow di M, Q ¢ caratteristico in M, e quindi nor-
male in G.Siha V,=¢(Q)<IV,,<]... IV,=Qcon V;, (6=0,...,n)
debolmente chiusi in Q rispetto a G.

Quindi V; & normale in G per ogni 7, essendo Ng (V;) > Ng (Q) =G.

Si ha ¢ (Q) <¢ (G). Quindi se ¢ (Q)~= <1 >, G/$(Q) & supersolubile
per ipotesi induttiva, e quindi G/$ (G) & supetsolubile.

Segue G supersolubile. Se ¢ (Q)=<1>,<1>#V,, & di ordine
p e normale in G e G/V,; & supersolubile per ipotesi induttiva. Ancora segue
G supersolubile.

Condizione necessaria: Sia G supersolubile e | G | =p$: p% ... p%r con p; >
>p,>...>p,. S <1>=K, <K, ... <]K,=G la torre di Sylow
di G e quindi K;/K; ; =1, ...,r) ¢ isomorfo al p;—sottogruppo di Sylow
P, di G. Sia G=G/K,,.

K;/K;_, & normale in G/K;_, e quindi ¢ (K;/K;_,) & anch’esso normale in
G/K;_;. Inoltre la catena <1 > << ¢ (KyK;,) < KiK., <. .. <G/Ki,
si pud raffinare ad una serie principale di G/K;_,. Quindi si trovano sottogruppi
M@, ..., M@, tutti normali in G e ¢ (KiK;,)<IM® /K, <...
<IMY,) /K, <IK;/K;_, & una serie di sottogruppi ciascuno di indice p; nel
seguente. Si ha allora che, ponendo V¥ =M NP, ¢ (P;) <V <]
<] ... I V@ <JP; & una catena di sottogruppi ciascuno di indice p; nel se-
guente e tutti fortemente chiusi in P; rispetto a G in quanto sottogruppi di
Sylow di sottogruppi normali di G. (Osserviamo per questo che P;=P; N K;
e se M/K,, =4¢(K;/K;,) allora M NP;,=4¢ (P;) per lisomorfismo
P; ~ Kyi/Kiy).

Valendo questo per ogni 7, la condizione necessaria ¢ provata.

CoroLLARIO 3. Condizione sufficiente affinché un gruppo finito G sia super-
solubile & che i sottogruppi massimali dei sottogruppi di Sylow siano tutti forte-
mente chiusi.

Dimostrazione. Dalla dimostrazione del Corollario 1 emerge che si puod
costruire relativamente ad ogni p;-sottogruppo di Sylow P; di G una catena
di sottogruppi ¢ (P;) =V, <J... <] V,=P; tutti fortemente chiusi in P; ri-
spetto a G. Per il Corollario 2 segue allora G supersolubile.

Nota 1. La condizione descritta nel Corollario 3 &, al contrario di quella

descritta nel Corollario 2, solo sufficiente, come il seguente semplice esempio
mostra:
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Sia G=<a,b,cla3=bB-=1, ab=ba, 2=1, a*=a, b =105 >.

G ¢ supersolubile e <1 > <] <a > <] <a,b > <] G ¢&una serie prin-
cipale di G.

I sottogruppi massimali di <a,b> sono <a>,<b>, <ab>,
< ab® >.

Mentte <a>,<b><G, <ab>°= < ab® >, quindi < ab > non
¢ normale in G (che nel caso descritto equivale a fortemente chiuso in P ri-
spetto a G).

Nota 2. Se nel Corollario 3 si pone la condizione che i sottogruppi mas-
simali dei p-sottogruppi di Sylow siano debolmente chiusi enziché fortemente
chiusi, non si ottiene la supersolubilita, come si pud osservare analizzando il

gruppo S,.
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