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Equazioni a derivate parziali. — Controesempi sulla regolarita
delle derivate delle soluzioni di equazioni ellittiche ®). Nota di Mau-
Rizio CHIcco *+), presentata *+**) dal Corrisp. E. MAGENEs.

SumMaRry. — We give some counterexamples concerning the regularity of the
tirst (resp. second) derivatives of solutions of linear second order elliptic partial diffe-
rential equations in divergence form (resp. in non-divergence form).

1. INTRODUZIONE

In un aperto Q contenuto in R”, si puo considerare un’equazione differen-
ziale alle derivate parziali, lineare, del secondo ordine, uniformemente ellittica,
o in forma variazionale

M) D ijly; By dx——f{focp + Zf@ @z,} x  Vee CY(Q).
1,7=1 7-=1
Q

o in forma non variazionale

(2) 2 @ijUge;=f Q. 0. in Q.

=1

Come ¢ ben noto, le soluzioni di tali equazioni sono tanto piu regolari
quanto pit lo sono i coefficienti ed i termini noti delle equazioni stesse. Limi-
tandosi a considerare le derivate prime delle soluzioni per I’equazione (1) e le
derivate seconde delle soluzioni per I’equazione (2), si conoscono ad esempio
i seguenti risultati.

Se i coefficienti ed i termini noti dell’equazione (1) sono hélderiani in Q
con esponente « (0 << « < 1), allora le soluzioni dell’equazione (1) hanno de-
rivate prime localmente hélderiane in Q collo stesso esponente o (vedi ad esem-
pio [5], pag. 149-157). Sotto opportune ipotesi sulla frontiera di Q e sulle con-
dizioni al contorno assunte su di essa dalla soluzione, I’hélderianita delle deri-

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del « Gruppo Nazionale di Analisi Funzionale
ed Applicazioni» del Consiglio Nazionale delle Ricerche.
(**) Istituto di Matematica. Universita di Genova.
(***) Nella seduta del 10 dicembre 1983,
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vate della soluzione & uniforme in Q. (Osservazioni analoghe si potranno ripe-
tere per i successivi risultati di regolarita). Se 1 coeflicienti a;, sono continui
inQ@E,j=1,2,...,n)edfie L, (Q)E=0,1,...,n),conl <p <+,
allora ogni soluzione u della (1) ha le derivate prime localmente sommabili della
stessa potenza p (vedi ad esempio ancora [5] oppure [6]). Se infine i coefficienti
a;;, pur non essendo continui in €, appartengono allo spazio H (Q) (cio¢
hanno le derivate prime, nel senso delle distribuzioni, di potenza # sommabile
in Q), e e L,(Q), fi=0GE=1,2,...,n) con p >2, allora si pud con-
cludere che ue H;? (Q), essendo ¢ reale:qualunque se p>mn, ¢ g=pn/(n—p)
se 2 <p <m: vedi [4].

Passando a considerare I’equazione in forma non variazionale (2), si puo
affermare che se i coefficienti e i termini noti di essa sono holderiani in Q con
esponente o (0 << o < 1), le soluzioni hanno le derivate seconde localmente
holderiane in © con lo stesso esponente (maggiorazioni di Schauder-Cacciop-
poli: vedi ad esempio [3] oppure [5]). Se a;;e C° (Q) (¢,j=1,2,...,n)
e fe L,(Q)(1 <p < +o0), le soluzioni % della equazione (2) hanno le deri-
vate seconde localmente ancora sommabili di potenza p (vedi ad esempio [1], [2]).

Scopo della presente Nota ¢ fornire alcuni semplici esempi di equazioni, del
tipo (1) oppure (2), che non soddisfano alle ipotesi suddette ed hanno soluzioni
le cui derivate non sono regolari nel modo indicato. In particolare si risponde
in senso negativo ad una questione lasciata esplicitamente aperta nel citato Ja-
voro [4] (pag. 358): se i coeflicienti a;; sono in H (Q), od anche continui in
Q, con f; comunque regolari (1 =0,1,...,n), ’equazione (1) pud avere so-
luzioni dotate di derivate prime non limitate in €.

Ringrazie il prof. Francesco Guglielmino per le sue utili osservazioni.

2. CONTROESEMPI RELATIVI ALLE EQUAZIONI IN FORMA VARIAZIONALE

Sia S la sfera S={xec R :|x| < 1/2} (n > 2); si consideri 'equazione

(3) S taos, o= | fig, dx  Vee Co (S)
=1 =1

S

ove

| fi=e 2 [ (=3 w) et 41 loge 1=,
*

fi=a(n—1)" [~nx.- (xl—ﬁ‘, x,-> 9‘“—1] |logp |t
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n
essendo « una costante con 0 < x <lep = Z ¥%. Evidentemente tali fun-

=1
zioni, prolungate per continuitd nell’origine, risultano continue e limitate in S.
La funzione

(5) w=(m—3 %) llogo I

j=2

ha tutte le derivate prime non limitate in S, ed & ivi soluzione della equa-
zione (3). Tale funzione u appartiene tuttavia ad H'-? (S) per ogni p 1eale (ri-
spettando i risultati menzionati nell’introduzione).

Si osservi ancora che le funzioni f;(=1,2,...,n) definite dalle (4),
benché continue in S, non sono ivi « continue secondo Dini», cioé dotate di
modulo di continuitd « tale che

f[m(t)/t] dt < +oo.

Se infatti le funzioni f; soddisfacessero tale condizione, ogni soluzione
della (3) avrebbe le derivate prime (localmente) continue in S. (Si veda ad esem-
pio Posservazione a pag. 54 di [5]).

Dando ad u ed a f;(:=1,2,...,n) lo stesso significato di prima, po-
niamo ora

(6) g'i:f’i/uzi (izl,z)“'7n)‘

Allora P'equazione (3) si puod evidentemente riscrivere

) 30 —g)u, 0, dx=0 Vo CT(S)
1=1
St

essendo S; una sfera di centro l'origine scelta in modo che in essa le funzioni

\

gi(t=1,2,...,n) siano maggiori di — 1/2: cid & possibile poiché

limg,=0 f=1,2,---,n.

=0

La (7) ¢ un’equazione del tipo (1), uniformemente ellittica in S,, i cui coef-
ficienti sono continui in S,, ed il secondo membro & nullo. Pertanto la continuita
dei coefficienti a;; nell’equazione (1) non assicura la continuita né la limitatezza
delle derivate prime della soluzione #. Come nell’esempio precedente, si pud
osservare che le funzioni g; non sono continue secondo Dini.
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Si verifica poi facilmente che per ¢ — 0 le derivate prime di # tendono
all’infinito dello stesso ordine di | log p |*, mentre risulta, sempre per ¢ tendente
a zero:

fi =0(]loge I%)
Uge; =0 (p7" | log p |*77)
(fi)e; =0 (7" [log p |=77) (,j=1,2,,n}.

Da cid si deduce immediatamente che
(gi)xj=0(p—l|10gp]_1) (G,j=1,2, -, n)

e quindi le funzioni g; appartengono anche ad H®»(S,). La (7) costituisce per-

tanto un esempio di equazione con coefficienti a;;€ Ht» (S,) MCe (S) (i, j=
=1,2,...,n) e con secondo membro nullo, avente una soluzione dotata
di derivate prime non limitate in S,.

3. CONTROESEMPI RELATIVI ALLE EQUAZIONI IN FORMA NON VARIAZIONALE

Essendo ancora S la sfera {xe R*:|x | < 1/2} (n > 2), si considerino in
S le funzioni

u:[(n—l)xﬁ—ix‘-’;]llogp\“ O<a<xly,

h=2

f=a9‘2[(”—1)xf—ﬁ x?’:l [logp [+t [—(n +2) +(a—1) [loge [7].
P=2

Come ¢ facile verificare le derivate seconde pure di # non sono limitate in
S, mentre al contrario f & infinitesima per p tendente a zero e quindi prolunga-
bile per continuita nell’origine in modo da risultare continua in S. Risulta d’al-
tra parte

Au=f q.o. in S.

(Un altro esempio di funzione v con derivate seconde non continue e tale
che Av =:g sia continua si pud trovare in [5], pag. 54. Tale esempio tuttavia
definisce v come ¢ potenziale » di g e quindi & forse meno immediato di quello
esposto sopra).

Procedendo in modo simile a quanto fatto nella prima parte sia

(8) h'»:f/nux,xz (t=1,2,---.m).



302 Atti Acc. Lincei Rend. fis. — S. VIII, vol. LXXV, 1983, fasc. 6

Si verifica facilmente che le funzioni 4; sono ben definite in una sfera ab-
bastanza piccola S, centrata nell’origine, ivi continue ed infinitesime per p che
tende a zero. E facile pure osservare che tali funzioni, come le g; considerate
in precedenza, sono tali che per p tendente a zero

| (hi)e, | =0 (¢ | log g ) (,j=1,2, -, n)

e quindi risulta ;e H'* (S,) (=1, 2 y+..,n). Allora equazione Au ==f in
S, si pud riscrivere

9 5.: (1 —h)uy, =0 q.0. in S;.

=1

Il raggio di S, pud essere altresi scelto in modo che 1 —#4; >1/2 in
S,(¢=1,2,...,n) e quindi I'equazione (9) sia uniformemente ellittica in
S,. La (9) & pertanto un esempio di equazione del tipo (2) con coefficienti
ai;e CoO(S) MHM™ (8)) (7,7 =1,2, ...,n) e dotata di una soluzione avente
derivate seconde pure non limitate in S,. Anche in questo caso né la funzione f
né le funzioni %, sono continue secondo Dini, potendosi a tale proposito ripe-
tere I'osservazione gia fatta in precedenza (si veda ancora ad esempio [51).
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