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Analisi matem atica. — Sul teorema di Cauchy-Morera per le 
funzioni analitiche di più variabili complesse. Nota <*) del Socio 
G aetano F ic h e r a .

Summary. — A Cauchy-Morera theorem is proved for a function w of n complex 
variables, assuming only w e L*oc. A related result of Bochner, concerning continuous 
functions, is extended to a larger function class.

Sia Q un aperto dello spazio cartesiano R2w delle 2 n variabili reali 
x1, y x, • • •, xn , yn , sul quale si rappresenta lo spazio Cn delle n variabili 
complesse zx =  xx +  ìyx, • • •, zn =  xn +  iyn • H teorema di Cauchy-Morera 
afferma che

La funzione a valori complessi w , • • •, zn), continua in Q, è funzione 
olomorfa in Q, di zx, • • - , zn se e solo se

(1) W (*!,•••, 2n) d#! ••• d^n =rO ,
9o«+l

essendo crw+1 un qualsiasi n +  1 -simplesso regolare contenuto in Q (1).
Il teorema, classicamente noto per n =  1, sia per quanto concerne la neces­

sità della (1) (Cauchy, 1825), sia per quanto attiene alla sua sufficienza (Morera, 
1886), è stato oggetto di numerose ricerche per n >  2. Poincaré [1] per primo 
dimostrò, per n —  2, la necessità della (1) ed analogo risultato ottenne Volterra
[2] qualche anno dopo. Il risultato di Poincaré trovasi incluso nel Trattato di 
Picard [3] (p. 253). Fra le varie dimostrazioni fornite per il teorema di Cauchy 
(necessità della condizione (1)) nel caso n ~  2, occorre ricordare quella dovuta 
a Nalli e Andreoli [4], [5] per la generalità concessa a cj3. Usando il calcolo delle 
forme differenziali esterne, non ancora sviluppatosi all’epoca di Poincaré e di 
Volterra, la dimostrazione della necessità della (1) per l’olomorfia di w in Q. 
è pressoché immediata, come ha fatto vedere Wirtinger [6], il quale ha anche 
ottenuto estensioni del teorema di Cauchy considerando condizioni integrali 
nelle quali gw+1 viene sostituito con un (n +  Z)-simplesso (1 <  l <  n). Di mag­
giore impegno è l’estensione al caso n > 1 del teorema di Morera (sufficienza 
della condizione (1)). Il problema si semplifica notevolmente supponendo la w 
funzione delle 2n variabili reali , • • •, xn , yn di classe C1 (D). In tali ipotesi, 
la sufficienza della (1) venne dimostrata da Volterra [2] e, successivamente, da

(*) Presentata nella seduta del 23 giugno 1983.
(1) Si veda nel prosieguo di questa Nota la definizione da noi assunta di ^-simplesso 

regolare.
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E. Pascal [7]. La questione diventa, però, veramente difficile se si suppone, 
soltanto, che w appartiene a C° (Q). Si deve a Severi [8] la prima dimostrazione 
del teorema di Morera, per n —  2, nella sola ipotesi &>eC°(Q). Il risultato 
di Severi è stato esteso in varie direzioni da diversi Autori. In particolare 
Martinelli [9], ispirandosi alla dimostrazione data da Severi in [8], ha 
mostrato sufficienti per Polomorfia di w le condizioni integrali, nelle quali an+1 
viene sostituito con an+l, introdotte da Wirtinger e delle quali, come si è sopra 
accennato, questo Autore aveva mostrato la necessità. Per una generalizzazione 
al caso n >  2 del teorema di Morera, si veda anche la Monografia [10] 
(p. 198).

Si deve a Bochner [11] un generale teorema, il quale contiene tutte 
le estensioni del teorema di Cauchy-Morera, comprese quelle dovute a 
Wirtinger ed a Martinelli <2).

Scopo di questa Nota è dimostrare il teorema di Cauchy-Morera per 
n >  l e ,  più in generale, il teorema di Bochner nella sola ipotesi che sia 
w e L?„c (Q)(p >  1). Il conseguimento di tali obiettivi è reso possibile dalla 
preliminare dimostrazione dell’equivalenza di tre prolungamenti dell’operatore 
di differenziazione d per le forme differenziali esterne.

1. Detto m un intero positivo, consideriamo la funzione della variabile 
reale t così definita: [x (t) =  cm exp [(t2— l)-1] per \ t \  < 1  e (x (*) =  0 per 
| 1 1 > 1, essendo

=  |  J  exp [(i2 — l)-1] r *-1 dt J .
0

o
La funzione [x (t) appartiene a C°° (R) ed ha supporto contenuto in [— 1 , 1]. 
Si indichi con # =  (**,•••, xm) il punto dello spazio cartesiano reale Rm ; | x \

(
m \$

Per ogni e >  0, si ponga:

fxs (#) =  (mcùm e771)-1 £x ( | x |/s), essendo com la misura del campo sferico di 
raggio 1 di Rm.

Detto Be(#) il campo sferico di Rm di centro il punto x e raggio s, si ha: 

I (j) dy  =  J  (y) dy  =  j  jì, (x — y) dy  = j  (xs (x — y) dy =  1
Q Be (0) Bg (a:) Q

(dy =  dyt ■■■ dym) .

Sia Q un aperto di Rm. D’ora in avanti indicheremo con A un generico aperto 
limitato la cui chiusura À sia contenuta in Q. Indicheremo con s0 un numero

(2) Occorre dire che Bochner dimostra soltanto la parte « sufficiente » del teorema 
(estensione dei teoremi tipo Morera), laddove la dimostrazione della «necessità» (teoremi 
tipo Cauchy) è stata successivamente data da Aruffo [12].
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positivo tale che la chiusura ÀSo delhintorno A Bq di A sia contenuta in Q. 
Assumeremo sempre, anche quando non esplicitamente menzionato, x e  A e 
0 <  £ <  £0 •

S ia /u n a  funzione a valori complessi appartenente Li0C(Q). Si consideri 
Voperatore regolarizzante (.Mollifier, secondo la locuzione di Friedrichs [13])

M s / =  (  V-* 0* — y ) f ( y )  dy .
Q

Si ha anche

f z (*) =  f  [a£ (* — y ) f i y )  ày =  j n, (y)f(x + y ) d y .
Bs(«) b s (0)

Sono ben note e, d’altronde, immediatamente verificabili, le seguenti proprietà 
dell’operatore Ms (cfr. [13], [14]).

I. La funzione f*(x)  appartiene a C°° (A) e, se è supp/c: A, si hao
f s (x) e C°° (A£). Si ha inoltre, qualunque sia il multi-indice oc,

D “/'(* )  =  I [D > e (x-y) ] f (y )dy  ( d “= - -  ^  g ] .
n' V 3X11 ■ • • SXmm )

II. Se è f ( x )  e C° (Q) e se esiste la derivata parziale dfjdxk ed appartiene

a C®(Q), si ha: —  f .Zxh dxh ‘
In questa Nota indicheremo con ££ uno qualsiasi dei seguenti spazi di 

funzioni a valori complessi: 1) lo spazio Lioc (£ì) per ogni p : 1 < p  <  oo; 
2) lo spazio C°(Q). Definiremo al modo seguente, per ogni A del tipo 
anzidetto, la norma, relativa ad A, della funzione /  di

1 =  ( f  l / l^ d x ì se &  =  Lioc ( f i ) , 1 < /  <  ex),
ll/IU j A

r =  max | / 1 se S£ ~  C° (Q) .
I I

Anche le proprietà, espresse dai lemmi che seguono, sono da considerarsi 
note (cfr. [13], [14]). Ne riportiamo, tuttavia, le semplici dimostrazioni.

III. Siano f  e g contenute in 3?. Sia supp g c  A. Si ha {per 0 <  e <  s0):

J /  M zg dx =  j  (Me f ) g  d* .
a Q
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Sia /  la funzione identicamente nulla in Rm — Q e coincidente con /  
in Q. Si ha

f M t g d x = j f ( x ) d x j  \i.t (y)g(x  +  y) dy =
n  R m Be (0)

= J  y . * ( y ) d y j f ( x ) g ( x  +  y ) d x ^  f  itt ( y ) d y j / ( x - y ) g ( x ) d x  =
0) R m Bs (0) A

g (x) d x j  He ( y ) f ( x — y) dy  =  j  g (x) Me /d x  .

B*(0)

A Be (0) Q

IV. Se è f e  ££, si ha (per 0 <  e <  s0):

(1-1) ||M £/ | | a < H / | |Ae.

Supponiamo ££ =  I / oc (£}) , 1 < p < co. Posto q — p(p  — I)-1, si ha:

II Me/  ||A =  (  j  J /  (x — y ) f ( y )  dy  dxj
i Vv

<

V X 1 IP

dx I <[ j  [p. (* — y ) f lq (* — y) f ' v \ f ( y ) \ d y
a  a

[ (  J  M *  — y ) d y j  (  |  Jj.s ( x — y)  | f ( y )  Tdjyjj dx
A Q

VP

<

(  J j [  J ^ ( x — y ) \ f ( y )  f  dy
a  a

i  Ip

\ f(y)  r  dy j (XS (x — y) dxj <  ny ||At
A£ A

Dalle diseguaglianze

j  I /*  (x) I dx <  j d x j  (xt ( x — y) \ f (y)  \ dy < j  I /O )  | dy ,
A A Q As

I /*  0 )  I <  j  M * — y) I /O )  I dy < m a x | / |  (xe  A),
As Ae

si trae la (1.1) se =; Lioc (Q), oppure se J ^ ~ C ° (Q ) .

V. Se è f e  ££, si ha:

(1.2) lim || Ms / —/  ||A — 0 .
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Sia dapprima =  C° (O). Dato g  >  0, sia §0 ( / )  tale che per 
\ x — z\  <  80 ( / ) ,  * e ÀEo , 1 € ÀEq , sia \ f (x)  —/  (?) | <  a . Abbiamo, per 
£ <  min Oc>s° ( / ) l  e x e À ,

/ ( * ) -  J
Q

\is ( x — y ) f( y )d y : j  y.*(x— y) I/(*) —/OOI dj =
Q

j V* (y ) I /(* )  —/ ( #  +  y) I dy < a.
B s (0;

Questo prova la (1.2) se i f — C°(Q). Sia J^ =  Lf0C(Q). Denoti ^ (#) una 
funzione di C° (Q) tale che || ^ — / | | a £() <  a. Si ha, per £ <  min [£0 , 8a (̂ )]> 
ricordando la (1.1):

Il Me / - /  IU <  Il M. /  -  M. * ||A +  Il M. 4i -  ^ ||A +  Il 4 - /  IIa <

2 II tj; —/  | |a Eo +  (rnis A)VP a <  [2 +  (mis A)1/p] o .

Ciò completa la dimostrazione del lemma.
Sia u una forma differenziale esterna di grado k (semplicemente k-forma) 

a coefficienti complessi, che nel sistema di coordinate naturali di Rw sia 
rappresentata da

(1.3) u ■ 1 ^l^i * * * *
ù <  * • < i k

Diremo che u appartiene a [C£(Q), C£° (Q) , etc.] se ogni suo coeffi-
o

ciente Uir ..ik appartiene a [Cs (Q ), C°° (Q), etc.]. Porremo, per u e & y

M e u ~  2  ( M s u i l . . . i i ) à x i l - ■ • dxi / ,  , 1| « 1|A =  2  II u i l . . . ik ||A-

Dai Lemmi I, II, III, IV, V seguono immediatamente i seguenti:

VI. Se u e  la k-forma M zu appartiene a C£° (A). Se suppw c A, 
riesce M£ u e C&° (Ae). Se è ile C* (£2), si ha in ogni punto di A: dM£ u =  M £ du.

VII. Sia u e  ^  e ^ . Sia supp ^ c= A. Si ha

J U a  M E^ = j  Me« A f
n a

V ili. Per ogni ue  si ha:

(1.4) (1.5) lim ||M Ew — m||a =  0.
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Diremo che u e JSfJ. è il differenziale debole di v e  se Per ognio
<pe si ha

(1.6) J c A d* =  (— 1)*J u A 9 -
Q Q

È ovvia l’unicità del differenziale debole (quando esiste) di una (k — In­
forma v.

Diremo che u e  è il differenziale forte di v e  se per ogni aperto 
limitato A tale che À c= Q, esiste una successione {^s} di (k — l)-forme di 
Cl_x (À) tale che

(1.7) lim || vs — v ||A =s 0 , lim || dvs — ||A — 0 .
s->  oo s ->  co

IX. Condizione necessaria e sufficiente perchè u e  sia il differenziale 
debole di v e  è che u sia il differenziale forte di v.

Questo teorema, di cui daremo una semplice dimostrazione, è caso par­
ticolare di un teorema assai più generale dovuto a Friedrichs [13].

La condizione è sufficiente. Sia 9 e (A). Sia {V} una successione 
per la quale si verificano le (1.7). Si ha:

j v* A d9 =  (— 1 f  j dv8 A 9 • 
ci d

Passando al limite per s -> 00, si trae la (1.6).
Si noti che, dall’essere il differenziale forte u di v anche il differenziale 

debole di v, segue l’indipendenza di u dalle particolari successioni per le 
quali sussistono le (1.7).

La condizione è necessaria. Sia A tale che supp 9 c  A. Si ha, per i 
Lemmi VI e VII e per la (1.6),

j  M es; A d9 =  J v A M ed9 = J*  v A dMe9 — 
a n n

(— l f f u  A Ms <p =  (— 1)* J  Meu A 9 -
n ■ o

Si ha d’altra parte

j M g v A d9 — (— 1 f j dMe v A 9 . 
n a
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Quindi j (Mg u — dMe v) A 9 =  0 ,
a

che, per l’arbitrarietà di 9, implica in A: Mew =  dMe^. Poiché:

(1.8) lim II Me © — v | | a  =  0 , lim || dMe v — u ||A — lim || Ms u — u ||A =  0,
s—> 0 s—>- 0 s—>■ 0

ne segue che u è il differenziale forte di v in Q.

2. Un A-simplesso regolare ak di Rm (1 <  k <  m) è individuato da 
una sua rappresentazione parametrica: x — f ( t ), essendo x =  (xx ,• • -, xm) il 
punto di Rw, t =  {tx, • • •, tk) un punto di Rfc e /  (t) una funzione /^-vetto­
riale, la quale gode delle seguenti proprietà: a) f ( t )  è di classe C1 nel 
(k +  l)-edro fondamentale T* : >  0 , • • •, tk >  0 , ti -f- • • • +  tjc <  1 ; b) la
matrice jacobiana m x k  : df/dt ha rango massimo (cioè k) in ogni punto 
di T*; c) la corrispondenza posta da /(£ ) fra e / ( T*) è biunivoca.

Considereremo sempre ak come un fe-simplesso orientato, l’orientamento 
essendo quello introdotto dalla rappresentazione parametrica x = f (t). Lo stesso 
orientamento è introdotto da ogni altra rappresentazione parametrica x =  9 (t) 
(t e T*) tale che l’omeomorfismo di passaggio da questa a quella prima con­
siderata, cioè l’omeomorfismo t =±= ^ (t) di classe C1 di T* in sé, per il quale 
/  (t)] =  9 (t), sia tale che detdty/dT >  0. D’ora in avanti, quindi, scrivendo:
k-simplesso, intenderemo sempre: k-simplesso regolare orientato. Il codominio 
/  (T*) della f  (t) dicesi immagine del &-simplesso ok e sarà indicata con | ak | . 
Il bordo dak di ak è costituito da k +  1 (k — l)-simplessi, determinati dalla 
restrizione di f  (t) alla frontiera di T fc. L’orientamento di ak subordina un 
orientamento su ciascuno di tali (k — l)-simplessi, e, quindi, su 9<j*, in 
modo tale che, se è cr*c= Q e v e  C^„i(Q), sussiste la formula di Green-Stokes

Ricordiamo che nel caso ^ ===== 1 il primo membro della (2.1) è da intendersi al 
modo seguente:

\ v = ; v (#2) — v (.x:1) ,
3ol

essendo x1 e x2 il punto iniziale e quello terminale dell’arco orientato a1. La 
&-forma u data da (1.3), definita nell’aperto Q di Rm, dicesi sommabile su 
(sk{ak c  Q) se tutti i suoi coefficienti Uiv ..ik (x) sono sommabili su ofe, se, 
cioè, ciascuna delle funzioni Uir ..ik [f(t)] è sommabile (secondo Lebesgue)



G aetano Fichera, Sul teorema di Cauchy-Mover a , ecc. 343

su T fc. In questo caso esiste l’integrale (di Lebesgue) di u esteso a ak ed 
è dato da

Poniamo
/ \ */*

U (x) =  I 2  \ \ \ .

Detta dcr la misura dell’elemento ^-dimensionale su | ak | , si ha

<  I U da .
I°*l

Se ak ha la rappresentazione parametrica: x=~f(t)> con ak (y) (y e Rw) 
indichiamo il &-simplesso di rappresentazione parametrica: x = f ( t ) + y .

X. Sia ak a  A e sia ue  (£1). Per quasi tutti gli y  di Bs (0) la

k-forma u è sommabile su ak (y) e la funzione di y  : j u è sommabile in Be (0).
ok(y)

Poniamo :

g (x) =  j  U (3/) dy =  j" U (x +  y) dy .
Bz (x) Bs (0)

La funzione g (#) è continua in À. Pertanto esiste l’integrale 

[  g ds =  J  à<sx J U (j) dy = j  dcr* j  U (x +  y) dy .
1^1 \ok \ Be (*) \ak \ Be (0)

Ne segue, per il criterio di sommabilità di Tonelli ([15] p. 322) che la funzione 
U (x + y) è sommabile in | a * | x B g(0). Quindi, per il teorema di Fubini ([15] 
p. 375), per quasi ogni j>gB£(0), la funzione |U ( # + j y ) |  è sommabile su

| ak | . Esiste pertanto l’integrale j  u per quasi ogni y  e Be (0) ed è funzione
ak (y)

di y  sommabile in Be (0) .

(3) È ovvio constatare che la sommabilità di u su crfe ed il valore di u hanno
ok

significato intrinseco, cioè sono indipendenti dal particolare sistema di coordinate impie­
gato in Rw e dalla rappresentazione parametrica di ck.
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XI. Sia 9 una funzione di C° [Be (0)]. Sia ak c  A e us e &h (s ==; 1 ,2  , • • • ). 
Si abbia lim || us ||aSo =  0. Riesce allora

s->  oo

(2.2) lim I 9 (y) dy I us =t 0 .
oo J J

Be (0) ok (y)

Poniamo

'P’ (x) ~ j  I 9 (y) I Us (x +  y) dy =  J  I 9 — *) I Us (j) dy .
B£ (0) CI

La (#) è continua in À. Detto y il massimo di | 9 | in Bs (0), si ha:

■/
V  (^) <  Y u s (3/) dy <

«■s0

y-i
Y (mis Aso) ||MS|Ue0

Y m i s  Aso II ms |[a So

se Se =  Lfoc (Q) 

se j S P ^ O f Q ) .

Ne segue la uniforme convergenza a zero della successione {òs (v)} in A. 
Si ha:

J  9 00  d j j  u* <  j  | 9 (y) | dy j  Us (# +  y) dax —  J  do .
BeW Bg(0) I 0*1

Da ciò la (2.2).
Diremo che ue  ^  è il differenziale esteso di v e  ^ - 1  se, per ogni 

&-simplesso contenuto in A, si ha per quasi tutti gli y  di Bs (0) :

(2.3) | v =. j u . <4>
3ak (y) ak (y)

Da (2.3) si trae (cfr. lemma X):

e quindi

t*. (y) dy \  v =  ih (y) dy  u
Be (0) do*(y) Be (0) 0*00

Me v =  J Ms u .

(4) Si noti che, se si considera il caso particolare : ££ — C° (^) e se v ed u soddi­
sfano la condizione (2.3), allora la (2.3) è soddisfatta per tutti i &-simplessi contenuti in 
Si riottiene allora la definizione di differenziale generalizzato considerata da diversi Autori 
([16], [17], [18], [19]). Nel caso in cui sia — Ljoc (H), la classe delle funzioni
(0-forme) v dotate di differenziale esteso coincide con quella delle funzioni assolutamente 
continue secondo Cesari [20] e se, lasciando ■= Ljoc ± (f2), si fa l’ulteriore ipotesi: 
v e C° (^), si ottengono le funzioni assolutamente continue secondo Tonelli ([21]). Tali 
classi di funzioni vengono dalla (2.3), considerata per k =  1, definite intrinsecamente.
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Poiché Me v g  C£° (A), si ha per ogni t i ^ A :

I Mg v ==; I dMs v

e quindi in A

(2.4) dMe v =  Me u .

Ne segue, se v — 0, per la (1.5), u==̂  0. Quindi il differenziale esteso di v> se 
esiste, è unico.

XII. Condizione necessaria e sufficiente perchè «a il differenziale
esteso di v e è w sia il differenziale forte di v.

La condizione è necessaria. Abbiamo visto che dalla (2.3) segue la (2.4). 
Dalle (1.8) segue allora che u è il differenziale forte di v. La condizione è 
sufficiente. Sia {^s} [z>s e (ÀSo)] tale che

lim || vs — v ||A#o =  0 , lim || d^s — u ||Asn =  0 .
s—>-0

Avremo, per il lemma XI, detta cp un’arbitraria funzione di C° [Bs (0)], 

lim <p (y) ày i vs =  9 (y) à y i  v ,
S —>  OO J J „ J J ,

Bs (0) dak (y) Bs (0) So k (V)

lim 9 (y) ày àv8 ~  9 (y) ày u
S — OO •/

Bg(0) o*fcr) Be (0)

Si ha d’altra parte, tenendo presente la (2.1),

I <p(y) ày j  vs — j  9 (3/) ày j  àv8,
B e (0) dak (y) Bg(0) ak (y)

Ne segue

f <p (y) [ j * — f « ] Ay — 0
Bg(0) dak (y) ok (y)

e, quindi, per l’arbitrarietà di 9, la (2.3) per quasi ogni y e  Be (0) <5>. 
Abbiamo, come conclusione dei teoremi IX e XII,

(5) Questo teorema, nel caso particolare =  C° (H), trovasi, già dimostrato, con 
assai differente procedimento, in [18].

24. — RENDICONTI 1983, voi. LXXIV, fase. 6.
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X III. I  tre prolungamenti dell’operatore d : debole, forte ed esteso, 
coincidono.

Osservazione: Riguardando la dimostrazione del teor. XII, si riconosce 
che, per dimostrare che u è il differenziale forte di v , non è necessario supporre 
che la (2.3) sussista in corrispondenza ad ogni ak c= £2. Basta che la (2.3) sia 
soddisfatta considerando, soltanto, i Gk appartenenti ad una famiglia ^ k di 
A-simplessi, la quale goda di questa proprietà : se u e  C° ( £2) e se per ogni

ak e ̂ k si ha u =  0 , riesce allora u=> 0 in £2. È assai facile dare quanti
a*

si vogliono esempi di famiglie quali la ^ k, specie se si concede ai &-simplessi 
che la compongono di avere come dominio base in un dominio diverso 
dal (k +  l)-edro fondamentale T* (ad esempio : V intervallo quadrato :
I th | <  1 , h — 1 ,• • - , k, il dominio sferico: | t | <  1, etc.) <6>. Su ciò non è 
il caso di insistere Vogliamo solo notare che se la (2.3) è soddisfatta per 
i ak di una particolare !Fk, essa, per il teor. XII, è soddisfatta per 
ogni ck c  £2.

3. Se con <jk si indica il generico /e-simplesso contenuto nelFaperto £2 
di R2n, con e =  e (a*) indicheremo la distanza di | ak | da 9 £2. Poiché, senza 
ledere la generalità, potremo sempre supporre £2 =[=R2̂ , s sarà un numero 
reale positivo. Sussiste la seguente estensione del teor. di Cauchy-Morera 
per le funzioni di Ljoc (£2).

XIV. Sia la funzione a valori complessi w (z1, - ■ -, zn) =e w (xT, y x, • • •
• • •, , y n) appartenente a Lioc (£2). Condizione necessaria e sufficiente perchè
w sia funzione olomorfa in £2 di zt , • • •, zn è che, per ogni crn+1 c  £2, si abbia

(3.1) J  w dz1 • • • dzn— 0

per quasi tutti gli £ contenuti nel campo sferico Bs (0) di R2n <7>.
La necessità della condizione non esprime niente di nuovo rispetto a quanto 

già noto (cfr. ad es. [6]), dato che, posto W =  w dz1 • • • dzn la olomorfia 
di w implica dW ==s 0 e quindi, per la (2.1), il sussistere della (3.1) per 
ogni £ e Bg (0).

(6) Una famiglia ^ k è quella costituita dai ^-simplessi le cui immagini sono inter­
valli quadrati ^-dimensionali, contenuti nell’intersezione (supposta non vuota) di ogni 
S* di equazioni: x$i =  cx , • • - , x,m_k =  cm_j <  • • • <  %_*) con fi (cn>• • - , cm-k costanti 
razionali arbitrarie). E questa stessa famiglia potrebbe, ulteriormente, ridursi.

(7) Dicendo che una wt appartenente a Ljoc (£2), è olomorfa in £2, s’intende che 
essa coincide quasi ovunque in £2 con una funzione ivi olomorfa.
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Per provare la sufficienza, si osservi che la (3.1), per il teor. XIII, implica

(3.2) J w A d 9 =  0 (V9 e 0 ^ ( 0 ) ) .
a

Sia 9 =  • • • (h) • • • dzn CS° (Q)]. La (3.2) fornisce:

(3.3) I w dO =  0 (h==̂  1 ,• • -,rc ; dQ, — dx1dy1 • • • dxndyn).
J d*hQ

Da ciò l’olomorfia di w in O (8).
Il teor. XIV rientra nel seguente, più generale, teorema, che estende allo 

spazio ££ un teorema ottenuto da Bochner [11] nel caso particolare J&— C°(Q,).

XV. Sia w e Siano st , • • •, sn; j\ , • • •, j n due fissate permutazioni degli 
indici 1 , • • •, n. Siano oc e (3 due interi tali che 0 <  oc < n y 0 <  (3 <  w , 
0 <  a +  (3 <  2n. Si considerino le seguenti condizioni: 1) la funzione w ammette 
come derivate deboli appartenenti ad le seguenti derivate parziali:

(3.4)

(3.5)

dw
dX,sa+h 

d W
dX.

2) si ha {quasi ovunque in fi):

dw
tysa+b

dW

{h ■ 1 , * • •, n oc) i 

( & = ! , - •  - , n —  (3);

(3.6) - dW = 0  (A =  l , ••• , » — a);
^Z*a+h

(3.7) l w  => 0 .(* =  1 . •••, '» — (3).

É necessario e sufficiente, perchè w soddisfi entrambe le condizioni 1) e 2), che 
per ogni aa+p+1 c= fi si abbia:

(3.8) J w (z) dzSl • • • dzSa dzh • • • dzj& =  0
ao«+P+1(0 

per quasi tutti gli £ e Be (0).

(8) Le (3.3) esprimono il fatto che w è una soluzione debole del sistema di Cauchy- 
Riemann. È allora ben noto, dalla teoria dei sistemi alle derivate parziali lineari di tipo 
ellittico, che w è olomorfa in O. Questo risultato è immediatamente deducibile dal proto­
tipo dei teoremi di regolarizzazione per le equazioni ellittiche: il lemma di Caccioppoli-

o r
Weyl. Infatti, assumendo —— (^eC°°(n)), le (3.3) implicano: / w A g^ dQ ^O

e quindi (cfr. ad es. [22] p. 42) Tarmonicità di w in fi. Dalle (3.3), con integrazione per 
parti, si trae che w è soluzione in senso ordinario del sistema di Cauchy-Riemann e quindi 
olomorfa in D.
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Si ponga: W =  w dzSl • • • dzSa • • • d . Sia 9 e C^_a_p_i (fi). Si 
consideri l’equazione (3.2) con il significato ora attribuito a W ed a 9. Data 
la particolare struttura della forma W, possiamo limitarci a considerare solo 
forme 9 del tipo

n—a
9 ==: 2  ^*a+l * ’ ’ (̂ a+^) * ‘ ' ^ sn ^^*3+1 # * *

h = l

n— 3
£  h  d^ a+1 • • • dzSn d^ 3+1 • • • (/*+*) • • • dSjn ,
Jc—l

con <pA , funzioni di C°° (fi). La (3.2) è soddisfatta se e solo se

(3.9)

fro dfì =  0
l

(h —  1 , • • •, n —• a ) , 

(k =  1 , • • •, n — p) .

Se sono soddisfatte le condizioni 1), 2) dell’enunciato, sono allora soddisfatte 
le (3.9) e quindi la (3.2) che, teor. X III, è equivalente alla (3.8). Per dimostrare 
la sufficienza della (3.8) supporremo Sé? => Lioc (fi) (1 < p  <  00). Le cose che 
diremo si modificano, in modo ovvio, nel caso più semplice J^ =  C°(fI). È 
opportuno porre zSQL+h =  X =  \  +  fX2\ \  , X2 reali); (z1 , • • • {sa+h) • • •, z ^  —  y; 
zv (zt , • • •, zn) ~ w {  y , X). Sia #° =3 (y° , X°) e fi. Sia Dy il disco di C1 : | X —■ 
X° | <  r e Br il campo sferico di O -1 : | y — y° | <  r. Il numero positivo r

o
sia tale che Br x Dr c= fi. Sia {as (X)} una successione di funzioni di C°° (Dr) 
completa con la metrica di C1 (D?.) nella varietà C00 (Dr) di C1 (Dr). Sia

Ob (y) un’arbitraria funzione di C00 (Br). La (3.8) implica la (3.2) e questa 
le (3.9). Sarà allora (detta d<o la misura dell’elemento (2 n — 2)-dimensionale 
in Ran- 2)

j b dcoj w (y , X) dX! dX2 =  0 .
Br Dr

Esiste allora un insieme Ns di misura nulla in Br , tale che per ogni 
y e Br — Ns si ha:

J w(Y, x ) - J -  dx1dx2- - o .
Dr

oo
Sia N =  (J N s. Per y e Br — N si ha

S = 1

j a>(r, x) d \  dX2 — 0 ,
Dr
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o
per ogni ^ e QT (Dr). Ne segue che, per y e  Br — N, la w (y , X) è funzione 
antiòlòmorfa di X in Dr . Siano r0 e r x tali che 0 < r0 < ^  < r. Possiamo, per 
il teorema di Fubini sugli integrali multipli, scegliere quasi ovunque p in (rx, r) 
in modo tale che la funzione | w  (y , X) \p sia sommabile in Br X 9DP. Si ha, 
per ye.Bf — N , XeDp,

( t  »>0 =  iwh. ( t  >x) =•
2 7ui  J (X' —  X)2

-3Dp
Quindi, per y e Bro — N , X € Dro,

I (y » *) \p  =  I (y »x) \v  <  ( - ^ r f  1 «> (y > pgtfl) 1
J (p — roY

<

1
2 TU

p
p-1

(p -  roT*
peiB)\p9M.

Segue da ciò, per i teoremi di Fubini e di Tonelli sugli integrali multipli, 
la sommabilità di | \v , | wx2 \P in Br X Dr . Si ha poi, per ogni 
? 6 Cq° (Br0 X Dro) ,

w\± 9 dQ =  J da) j  9 dXx dX2 — —j  dea | wcp  ̂dXx dX2 =  — j  d Q .

Pertanto Wx1 è la derivata debole di w rispetto a Xlt Similmente si ragiona per 
w\2. La già constatata antiolomorfìa di w rispetto a X implica w\ —  0. Sono state 
così dimostrate 1) e 2) per quanto attiene alle derivate (3.4) ed alle equazioni 
(3.6). In modo perfettamente analogo si ragiona per provare quanto concerne 
(3.5) e (3.7).

Osservazione. -  In conformità a quanto si osservò alla fine del § 2, le (3.1) 
e (3.8) seguitano ad essere condizioni sufficienti anche se soddisfatte, soltanto, 
relativamente a simplessi di famiglie ^Fn+1 e J r°c+P+1, rispettivamente.
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