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Analisi matematica. — I“-limiti e mimimi di Pareto. Nota di
ROBERTO PEIRONE, presentata ) dal Corrisp. E. DE GIORGI.

SummaRry. — The notion of I'-limit is extended from the case of functions with
values in R to the case of those with values in an arbitrary complete lattice and the
problem of convergence of Pareto minima related to a convex cone is considered.

INTRODUZIONE

Negli ultimi anni & stata introdotta una nuova nozione di convergenza per
funzioni a valori reali, la I'-convergenza, che ha gid avuto numerose applica-
zioni in molti campi di ricerca e specialmente nel calcolo delle variazioni, poiché
essa si & rivelata particolarmente adatta allo studio della convergenza di minimi
e massimi di funzionali (vedi [1], [10], [11], [13]). In questo lavoro, che riprende
ed amplia molti risultati contenuti in [15], e che segue I'impostazione di [10],
si estende la nozione di “-limite dal caso di funzioni a valori in R a quello delle
funzioni a valori in un reticolo completo qualunque e si studia il problema della
convergenza dei minimi di Pareto relativi ad un cono convesso di R".

1. CONVERGENZA IN RETICOLI

Richiamo le definizioni di operatori elementari di tipo G, come esposti
in [10].

Indico con Y un reticolo completo (ricordo che un insieme Y con un
ordinamento parziale << si dice reticolo completo se per ogni sottoinsieme A
di Y esistono in Y l'estremo superiore e l'estremo inferiore di A, indicati
con sup A e inf A). Se X & uno spazio topologico ¢ ¥ ¢ un punto di X,
indico con Ix (x) la famiglia degli intorni di x in X.

Sia f una funzione a valori nel reticolo completo Y. Si definiscono i

seguenti quattro operatori G(+,X +,Y), G(+,X—Y), G(—X+,Y),

(*) Nella seduta dell’8 gennaio 1983.
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G (— X—,Y), mediante
S dom G (+,X +,Y)f={AlAc X, A0 domf# o}
| GHXDA@ = s f()

g dom G (+, X —, Y) f=dom G (+, X+, Y) f
N G (+ X —V)fIA) = iof fx)

zeANdom

dom G (—, X +,Y) f={re X | Ix(x) S dom [}
f [G(— X +,Y) fl(x)= inf f(A)

Aelx(@)

S dom G (— X —, Y) f=dom G (— X +,Y)f
( [G(—X—Y)f] (x)=A§g{g@ fA).

Quindi gli operatori G (4, X+, Y) trasformano funzioni del punto xe X'in
funzioni dell’insieme A < X, mentre gli operatori G (—, X+ ,Y) operano in
senso contratio.

Passo ora a definire gli operatori parziali per funzioni di piu variabili, Se f
¢ una funzione a valori in Y di %k argomenti (cio¢ domf< D, X --- X Dy)
e g & uno degli operatori definiti in precedenza, si pud definire 'operatore
parziale g,(h==1,--., k) ponendo (gnf) (®1, - Xp1, N, Xpyg,- -, Xp) =1 se,
e solo se, [g(9)] (A)=1, ove ¢ (&) = (%5 Xnas &y Xpga s o5 Xp) -

Componendo gli operatori di tipo G finora considerati si ottengono gli
operatori di tipo I'. Precisamente:

| DEFINIZIONE 1. Se o, ,- - -, oz sono simboli scelti tra + e —, si pone
Py, o Xpog) (Y)=Gp(— Xy, Y) -
Gl(_yX1°€1,Y)G1(+,X1°(1:Y) Gk(‘l‘,Xk“k:Y)-

Per mezzo degli operatori di tipo I' & ora immediata la definizione degli
operatori di tipo K o operatori di Kuratowski generalizzati.

DrerFiNizIONE 2. Dati Z spazio topologico e f;(i=1,2) funzioni con
domf; X, X -+ XX} e Imf; =P (Z), si pone K(X; o, -+, Xz oy, ZB) 1=
=f, se, e solo se; [I'(X; a3, -+, X; o, ZBY (R, <)] @, = ¢, dove

1 \ ] - .
@i (00,7 +y X, Y) = S yefiln, - m) e < & lordinamento

\0 se yé f; (%, --,x,) usuale su R.
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Data una funzione f a valori in Z indico con singf la funzione a valori in
P (Z) che ad x< dom f associa I'insieme costituito dal solo elemento f(x). Per
il confronto fra operatori di tipo I' e operatori di tipo K ¢ utile tener conto
della proposizione seguente.

ProposizioNE 1. Se il reticolo completo Y & totalmente ordinato ed & dotato
della topologia che ha per aperti gli insiemi del tipo {x|x > a} con aecY,
allora dom I" (X, oy - -+, Xy o) (Y) f=dom K (X, oy, -+, Xp oz, Y +) (sing f)
e T(Xyoy, X)) (Y)f=sup(K Xy, -, Xp oy, Y+) (sing f)).

Da questo risultato e dalla definizione 2 segue che, nel caso di reticoli com-
pleti totalmente ordinati (tra cui R), gli operatori di tipo I' sono esprimibili
mediante operatori di tipo K e quindi molte proprieta degli operatori di tipo
I' si traducono in proprieta degli operatori di tipo K.

Per gli operatori di tipo K e di tipo I' si possono usare anche altre
notazioni. Per esempio si pud scrivere

KX, - Xgop, Zﬁ)ma))i lim f (x1, %5, - - %)

1

a——>oy
invece di
KXy 4+, Xpotg ey Xpog, ZB) (%0, 25,0 -+, &%)
€
KXy o,y Xz oz, ZB) min lim f (xy, %, - -, &)
A by
invece di
KXy — Xoag,- -y Xy o, ZBY1(%y, %5,- - -, x%)
e se
A=K Xy, -+, Xz 05, ZB) max lim f (%7 , 5 ,- - -, %) =
i
= K(Xzocz,---,Xkock,Zﬁ)migllimf(x;,xz,--~,xk),
x{——>w1
sl porra

A:K(Xzocz,-'-,Xkock,Z‘ﬁ) lim f(xll y Koyt oty Xp)e
X1

!
—
e 1

Il riferimento ad X, sara omesso se chiaro dal contesto [ad esempio se
X;=N (=NU{+ co}) con la topologia usuale].
Se X,=N e domf=N si osservino le seguenti interpretazioni:

K(Z +)maxlim A ={2€Z | VYUeIz(2) UNA,+# o frequentemente},
h—>o0

K(Z +)minlim A, ={2€Z|V¥UelI;(2) UNA,+# @ definitivamente}.

h—> o0
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Per gli operatori di tipo I' si considererda sempre nel seguito il caso in
cui X,=N,X,=X e si porrd f(k,x)=Ff;(x) (considerando cio¢ f come
una successione di funzioni). Si scriverd in tal caso:

T'(X £) (Y) max lim f, () = T (N +,X £) (V) f1(+ o0, %),
T'(X &) (Y) min lim f, () = [T (N —, X £) (M f1(+ 00, ),

omettendo il riferimento ad Y nel caso in cui Y sia R con 'ordinamento usuale.
Esplicitamente I'(X—)(Y) max lim f, ()= sup inf sup inf
h—o0

Uelx@ keN Rk>Ek zeUﬂdomfh
f3 (2) e simili interpretazioni valgono negli altri casi.

Se un punto x di X & tale che t=T(X 4)(Y) maxlim f, (x)=
ko0
=TI (X 4)(Y) min lim f,(x), si pone t=T (X +) lim f,(x) e si dice che
h~>oc0 h—o00
fr T'(X £) converge in x a t.

Nelle definizioni date in questo paragrafo si pud anche considerare il caso
in cui Y, anziché essere un reticolo completo, ¢ un reticolo condizionatamente
completo (ossia ogni sottoinsieme limitato di Y ammette in Y estremo superiore
e estremo inferiore), e la funzione ¢ limitata (o la successione di funzioni ¢ equili-
mitata). Infatti in tali casile operazioni indicate sono ancora possibili.

2. MinmMi pr PareTo

In questo paragrafo si studiano i minimi di Pareto relativi agli ordinamenti
indotti dai coni di R".
Comincio col richiamare le prime definizioni.

by

DerFiNizioNE 3. Un sottoinsieme non vuoto C di R" & detto cono (di
vertice 0) se axe C ogni qualvolta x€ C e a ¢ un numero reale non
negativo. Un cono convesso C si dice regolare se C M (— C) = {0}.

Nel seguito per cono intenderd sempre cono convesso, regolare, a parte
interna non vuota. Inoltre considererd sempre coni C che verificano una delle
seguenti condizioni:

a) C & chiuso
b) C\{0} & aperto.
Nel caso b) dirdo per brevita che C & aperto.

Si osservi che se C & un cono aperto, allora C = C\{0}, mentre se C

! o]
¢ un cono chiuso, allora C=C. Da questo si deduce che esiste una corti-
spondenza biunivoca tra i coni aperti e i coni chiusi di R”.
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Dato un cono C, posso considerare la relazione <. definita ponendo
a. <cb se, e solo se, b—ae C. Si vede facilmente che <<c & una relazione
d’ordine parziale, che si dice associata a C.

DEFINIZIONE 4. Dato un cono C, si dice che G ¢ una famiglia di generatori
di Cse GSC e per ogni xeC esistono a; >0 e g;eG(i=1, --,m)
m .

tali che x = Z a;g;.
=1

Da [4] XV §2 segue facilmente la seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 2. Per un cono C di R" sono equivalenti le seguenti condizioni.

a) Esiste una famiglia di generatori di C composta da 7 elementi
linearmente indipendenti.

b) R™ ¢ un reticolo con la relazione d’ordine parziale <.

¢) R" & un reticolo condizionatamente completo con la relazione
d’ordine parziale <.

Se tali condizioni sono soddisfatte C & necessariamente chiuso.

DEerFINIZIONE 5. Dati un sottoinsieme A di R" e un cono C di R" si pone:
a) MINORcA={xcR"|VyeA y Lcux}
b) MINc A=A N MINOR¢c A
¢) INFcA=A n MINORCA.

Se xe A e per ogni ye A x» <cy (cioé se x ¢ il minimo di A rispetto
a <c) si scrive x==mincA.

Nelle precedenti definizioni si pud omettere il riferimento al cono C quando
non vi sia possibilita di equivoco.

Osservazione 1:
a) x=minc A = {x} == MINc A
b) MINOR; A =,,QA [y + RN (C\A0)]]-

¢) Fissato A, MINORc , MIN¢ e INF¢ sono funzioni decrescenti di C.
d) Se C & aperto MINOR¢ A ¢ chiuso.

¢) In generale INFc A2 MIN: A, Se C & aperto INF¢ A=MINCA.

Gli elementi di MIN: A sono detti i munimi di Pareto di A.
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3. CONVERGENZA DI MINIMI DI PARETO

Ricordo che se (X, d) & uno spazio metrico compatto ¢ ®* & la famiglia

dei chiusi non vuoti di X, si pud porre su ®* una distanza H, detta di

Hausdorff, cosi definita: H(F,,F;)= sup d(x,F,)+ sup d(x,F)).
zeFy zeFy

La convergenza in H equivale alla K-convergenza nel senso che, se A

¢ un sottoinsieme chiuso di X e (A;) ¢ una successione di chiusi di

X, A=K X +) lim A, se, ¢ solo se, H(A;, A)—0.

h—>c0 h— 0

Nel seguito T indicherd un compatto di R".

Il primo risultato sui rapporti tra K-limiti e minimi di Pareto ¢ il seguente:

Trorema 1. Sia (E,) una successione di =~ sottoinsiemi di T e sia
E=K(T +) lim E,.
h—>o0

Allora:
K (T +) max lim INFcE,< MINCcE se C ¢ un cono aperto,

k>0

K(T +) min lim INFcE, 2 MINCE se C & un cono chiuso.
h—>c0
Restringendosi a considerare insiemi chiusi, il risultato precedente puod
essere precisato meglio dal seguente teorema:

TroREMA 2. Sia E chiuso in T, e sia H la metrica di Hausdorff di 'T. Allora,
se C & un cono aperto, valgono le seguenti uguaglianze:

MINGE =K (T +) max lim MIN¢ F =K (T +4) max lim MIN; F,
H

F——E F—>SE

IL\TIN—CE =K (T +) min lim MINc F =K (T +4) min lim MIN;F.
H

F—H—> E F——E

Considero ora una semiretta r di R" uscente dall’origine e pongo
C,={xe R" tale che I'angolo formato da [0, x] e ¢ minore di p}. Fisso g,
e py con 0 < p, < py < w/2. Si verifica facilmente che se g, <p <p, C, ¢
un cono. '

Vale il seguente teorema:

TeoremA 3. Sia (E,) wuna successione di chiusi di T e sia
Eo=K(T +) lim E,. ’

h—o00
Allora, posto 3, (x)==sup {p|py < p <p € x€ MINc, E;} (3, (x) ==po se
x¢ MINg,, E;) Vhe N, si ha: 8, (x) = I'(T +) lim §, (x).
h—>co

Tratto adesso il caso di successioni di funzioni a valori in P (T).
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LemMma 1. Sia X uno spazio topologico compatto e sia (f;) una successione
di funzioni da X in P(T). Allora ) [K(X +,T +) max lim f, (x)] =
zeX h—>o00

CoroLLARIO 1. Sia X uno spazio topologico compatto e sia (fy) una successione
di funzioni da X in P (T). Allora, se f(x)=K X+ . T+) lim f, (x) Vxe X,
h— o0

posto Ehz——INFC( U f,,(x)) ed E=MIN (U f(_x)), st ha:
zeX reX
K(T+)max lim E,cE  se C ¢& aperto,
h—oc0

K(T+) min lim E,2 E  se C & chiuso.
h—>o0

ProposizioNE 3. Sia X uno spazio topologico arbitrario, sia (f,) una succes-
sione di funzioni da X in P (T), e sia inolire f una funzione da X in P (T) tale
che f(x) =K (X4, T+) lim f,(x) VeeX. Sia C un cono aperto. Se x,

h—>o0

& una successione di punti di X convergente ad T e t, ¢ una successione di punti
di T convergente a t, tale che per ogni h tye f (%) O MINc ( U £ (x)),
zeX
allora te f(z) O MINC( U f(x)) .
reX

Considero ora, sempre per funzioni a valori in P (T), una diversa nozione
di convergenza.

DEerFiNIZIONE 6. Sia (f;) una successione di funzioni dallo spazio topolo-
gico X in P(T), e sia x un punto di X. Scriverd ¢t =m (X, C) lim f; (x) se
h—o0

te KX+, T+)minlimf, (x) e t=minc[KX+,T +) mah)ilimf,, (%))
h—>o00 o

TeoremMAa 4. Sia X uno spazio topologico compatto, sia (f,) una suc-
cessione di funzioni da X in P(T) e sia f una funzione da X in T tale
che f(x)=m (X, C)lim f; (x) Vxe X.

k—>o00

Posto E,,:INFC( Ufh(x)) ed E=MIN¢{f(x)|xe X} si ha:
reX

K(T +) max lim E,< E se C ¢ aperto,

h—>o00

K(T +) min lim E, 2 E se C ¢ chiuso.
h—>o0

Osservazione 2. Questo teorema & stato enunciato per semplicitd sup-

ponendo X compatto, ma vale, con lievi modifiche, supponendo le f,
equicoercive. ’
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ProposizioNE 4. Sia X uno spazio topologico arbitrario, sia f, una
successione di funzioni da X in P (T) e sia f una funzione da X in T tale
che f(x)=m(X,C) lim f; (x) VaeX. Se il cono C & aperto, se (x;) & una

h—oc0

successione di punti di X convergente ad T e t, ¢ una successione di punti

di 'T convergente a t, tale che per ogni h t,e f, (%) O MIN [ U £ (x)] ,
allora f(Zy=1t e te MINc{f(x) | xe X}. weX

Concludo con alcuni risultati validi quando il cono C & chiuso e (f3) &
una successione di funzioni da X in T (indicherd con (, ) l'usuale prodotto
scalare in R").

LemMma 2.
a) Sia x'€R" tale che (x',c) =0 VceC. Allora, se y=m (X, C) lim
h—>o0
(sing fo) (%), si ha: (x',y)=T(X—) hlim (®, fr(x)).

b) Sia A = R" tale che ce C se, e solo se, (x',c) >0 Vx'e A. Sia poi
%' e R" tale che (¥, c) > 0Vce C\ {0} e sia B=A U {T'}. Se Vx'e B (, y) =
= DX lim (¢, /4 ()]}, allora y=m (X, C) lim (sing f) (=)
h—>o0 — 00

Osservazione 3. Dato un cono C, per il teorema di Hahn-Banach, esiste
' e R" tale che (T',c) >0 Ve C\ {0}.

CoroLLARIO 2. y =m (X, C) lim (sing f3) (x) se, e solo se, per ogni ' ¢ R*
h—00

tale che (x',c) >0 VceC si ha: (¥',y)=TX—) hli?:o((x"fh(x)))-

CoOROLLARIO 3. Sia C un cono di R" che ammette n generatori linearmente
indipendenti g, ,- - -, g, e che quindi, per quanto visto in precedenza, induce su R"
una struttura di reticolo condizionatamente completo.

Siano p; :R*—R (=1, -, n) le forme lineari definite da

b ( Z xjgj) =%
j=1 /

Allora
y=m(X,C) hlim (sing f2) ()

se, e solo se,

p:(y) = F(X_)hlggo(mfh)(x) Vie=1l, -, n

3 =T ) lim 3 (00 6.

23, — RENDICONTI 1983, vol. LXXIV, fasc. 6.



330 Atti Acc. Lincei Rend. fis. — S. VIII, vol. LXXIV, 1983, fasc. 6

CoroLLARIO 4. y=m (X, C) lim (sing f,)(x) se, e solo se, per ogni cono D
b0

contenente C e tale che <<p induce su R" una struttura di reticolo, si ha:

y=TIX—)R", <p) lim £, (x).

Osservazione 4. Segue dai risultati precedenti che, contrariamente a quanto
accade per la K—convergenza, per la m (X, C) convergenza, anche ammettendo
condizioni piuttosto restrittive sullo spazio topologico X, non vale generalmente
un risultato di compattezza; cio¢, assegnata una successione f, : X — P (T),
generalmente non esiste alcuna sottosuccessione m (X, C) convergente.
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