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RENDICONTI

DELLE SEDUTE
DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Seduta del 12 marzo 1983
Presiede il Presidente della Classe GIUSEPPE MONTALENTI

SEZIONE I

(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Logica matematica. — Alcune proprieta delle algebre di Boole prin-
cipali. Nota di Francesco Lacava, presentata ) dal Socio G. Zappa.

SummMaRry. — In this paper some properties of principal Boolean algebras are studied.

0. INTRODUZIONE

Le algebre di Boole principali sono state introdotte per la prima volta da
Mangani-Marcja in [2] allo scopo di fornire una caratterizzazione algebrica del
concetto di modello saturato. Infatti la proposizione 3.3 di [2] afferma che:
A=T,|A| >, ¢ saturato se e solo se B (A) & principale. Da qui l'interesse
a studiare le proprieta di questa classe di algebre. Questa nota vuole essere un
primo passo in questa direzione.

1. ' DermvizionE 1.1. Un’algebra di Boole atomica B si dice principale se e solo
se per ogni sotto algebra B, di B tale che | B, | < | Az (B) | e per ogni ultrafiltro
F di B, esiste un ultrafiltro principale G in B tale che F=G N B,.

Osservazione. Ogni algebra di Boole contabile & principale. 11 concetto &
quindi interessante per algebre di Boole di cardinalith pit che numerabile.

ProrosizioNe 1.1. Un’algebra di Boole B atomica é principale se e solo se

per ogni F = B |F| < | At (B)| avente la fi.p. esiste un ac B tale che a < f
per ogni fe F.

Dimostrazione. — Ovvia.

DEerFiNIZIONE 1.2. Sia B un’algebra di Boole atomica e sia b € B. Indichiamo
con | b| la cardinalith dell’insieme A,={aec At(B):a <b}. B si dice uni-
forme se e solo se per ogni be Btale che | b | ¢infinito siha che | b | = | Az (B) |.

(*) Nella seduta del 12 marzo 1983.
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ProrosizioNE 1.2. Ogni algebra di Boole principale é uniforme.

Dimostrazione. — Supponiamo non sia uniforme e sia ¥ un elemento infi-
nito con | x| << | At (B)|. Consideriamo I'insieme X={a' :ae A} U{x}.
| X | < |At(B)| e X ha la fip. Infatti se fosse a;( - Na,"x=0 allora
x<ayU---Ua, il che & assurdo. Allora esiste per la principalits un ae A#(B)
con d<<x e @a<<da per ogni ac A, e cid & assurdo perché se @ <« allora ac A,.

. ProPOs1zIONE 1.3. Ogni algebra di Boole atomica saturata é principale.

Dimostrazione. Sia F una famiglia | F | < | Az (B) | avente la f.i.p. Allora
esiste a€ Az (B) tale che a << f per ogni fe F. Infatti U'insieme di formule che
affermano che : 1) x ¢ un atomo; 2) x < f per ogni fe F, ¢ soddisfacibile; dalla
saturazione di B segue l’asserto.

Osservazione. 1) Esistono algebre di Boole principali e non saturate. Ad
esempio Zs con | A | =, ¢ principale [2], ma chiaramente non saturata.

ii) Esistono algebre di Boole uniformi e non principali.

Esempio (S. Tulipani) wxXZ, con | A| > 8, [1] ¢ uniforme, superatomica
ma non principale.
Nel seguito per algebra di Boole intenderemo sempre algebra di Boole ato-

mica e piccola (cio¢ | B |=]Az(B) ). Se {b;};c1 ¢ una famiglia di elementi
di un’algebra di Boole Bc—2*® con ()5 e () 5, indicheremo rispetti-
tel iel

vamente 1'inf {b;};.1 e il sup {b;};c; in 2*®. Indicheremo inoltre con Z,—=

—{xe B:x= (] a; per opportuni a;c At (B)} e con Zo={x€ B:x'¢ Z,}.
i1

DeriNizioNe 1.3. Sia be B; diremo che b & couniforme se |b|=|b"| =
— At (B)].

PropPos1zIONE 1.4. Sia B un’algebra di Boole uniforme di cardinalita k > x,.
B ¢ principale se e solo se per ogni famiglia ¥ = {b;}; .1 | 1 | < k di elementi couni-
formi si ha uno dei seguenti casi:

1) | Q b|=k;
2) esiste finito 1, < 1 tale che () b,e Z, .

ielp .
Dimostrazione. Sia G = {¢,};c1|11| <k, ¢;€ B una famiglia con la f.i.p.

e supponiamo per assurdo () ¢;=0. Allora c; ¢ Z, per ogni i. Siano {¢;};.jc
tel

elementi di G tali che ¢;e€ Zo. Allora ((() ¢, ( () e)==0ciot (()c) =
jel iel-] jel
> (V. Ma ((Ve) =) ¢jquindi |({7) ¢;)' | <k percid non pud veri-
iel-]J jel jel Jel

ficarsi il caso 1). Deve allora esistere I, = I —] finito tale che q €2y
ielp

ma allora G non ha la f.i.p. contro I'ipotesi.
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Sia F={b;}i<; una famiglia di elementi couniformi. Se () b, =ce Z,
i<k
allora consideriamo la famiglia G=F U {c’}. Allora G non ha la f.i.p. ciod
m

(1) b;, 0 ¢’ =0 per opportuni b;,. Ma allora ¢ > () b; € Z,.
s=1 s=1

Se () b;¢Zy,e | ()b |=0o <k, allora, indicata con {a;};<, la famiglia
i<k i<k
degli a;e At (B) tali che a; < () b;, si ha che la famiglia G = {; N a{};<. U
i<k
U {b;}ecicr hala fip. ma N G ==0 contro l'ipotesi.

PrOPOSIZIONE 1.5. Siano By, B, algebre di Boole uniformi tali che |B,| == |B,]
e | B)jZ,| = |By/Z, | < 8. Allova B; ~ B,.

Dimostrazione. Possiamo considerare B, C—» 2*4®D ¢ posto B — B,/Z, sara
Bcl 244%) | Possiamo supporre, senza perdere di generalitd, che gli elementi
di B siano, nella loro rappresentazione in 2**"?, couniformi. Siano {a;}i<, gli
atomi di B. Detta f I’applicazione canonica di B, su B, possiamo trovare una
famiglia {x;};<, di elementi di B, a due a due disgiunti tali che f(x;)=a;. Sia
f; una biiezione fra {ae At(B): a <} e {xe Az (2¥®V): 2 <j(f(x).
Sia f la riunione di {f;};<,. f ¢ quindi una biiezione fra At (B,) e Az (2*®7),
Per dimostrare la tesi & sufficiente dimostrare che B, ~j (B) (Z,).

Identifichiamo per comoditd di scrittura B con j (B). La f puod essere estesa
in modo naturale a ZyUZ,. Sia be Bl, allora f (b)—_\/a1 a; € At (B), cio¢
fOy=f (\/ x;) vale a dire b =(( \/xh) A %0) V % 2o, 2:€ Z,. Estendiamo
allora f deﬁnendo. Fb)y= ((3 \1/%) A f (25)) V f(2). E facile verificare che tale

definizione ¢ indipendente dalla scelta di 2,, 2. Inoltre se ac A2 (B,) e a < b

allora f(a) < f(b) e viceversa. Segue quindi che f & un isomorfismo fra B, e
B (Z,).

2. DgriNizioNE 2.1. Sia T una teoria elementare. Si dice che T ha I'n—elimina-
zione dei quantificatori (Q.E.") se, per ogni formula ¢ con al pilt # variabili libere,
esiste una formula ¢ priva di quantificatori tale che T — ¢ <> .

PRrROPOSIZIONE 2.1. Sono equivalenti i seguenti:

1) B, (T) ¢ generata dalle formule atomiche con al pitt n variabili libere;

2) per ogni modello A di T e per ogni sottostruttura C di A n—generata
TOUD(C) é completa;

3) T ha QE"

Dimostrazione. 1)< 3) ovvia; 2)—3) vedi [3]. 3)—>2) Sia ¢ (¢, -, ¢)
un enunciato di Lc. Per ipotesi esiste ¢ priva di quantificatori tale che
Ti— (0, -, x)e>d quindi Tr— Vay, -, %, ( (%, -, ) <> ). D’altra
parte TUD (C)— ¢ oppure TUD (C)— 1d e quindi da TUD(C) & de-
ducibile ¢ (%, ,-- -, ¢,) oppure 1@ (¢, -, Cy).
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CoroLLARIO 2.1. Sia M una struttura. B (M) é generata dalle formule ato-
miche se e solo se Th (My) ha Q.E.

CoroLLARIO 2.2. Sia M una struttura con B (M) generata dalle formule ato-
miche. Allora M (x) ~ M(y) se e solo se il tipo su M di x & uguale al tipo su M di y.
M

3. Sia (L ={R}i<.) un linguaggio con « simboli di relazione binaria. Indi-
chiamo con R™ Ej la teoria generata dagli assiomi che affermano che:

1) ogni R; & una relazione di equivalenza;
2) ogni R; ha esattamente #n classi di equivalenza;

3) ogni classe di equivalenza ha almeno & elementi.
Poniamo R™ E% == () R Ej.
k=1

ProposizIONE 3.1. Sia Ae Mod (R® EL). B(A) & generata dalle formule
atomiche.

Dimostrazione. Per il Corollario 2.1 basta dimostrare che T' ="Th (A,) U
U D({c}) & completa. Sia Be Mod (T") e sia ¢ (b, ,- - -, b,) una formula esisten-
ziale a parametri in B. Operiamo adesso la seguente trasformazione di ¢: ogni
qualvolta appare la sottoformula xR, b; la sostituiamo con xR, a; con ¢;€ A
tale che a; R, b;. Chiaramente la ¢’ cosi ottenuta ¢ equivalente alla ¢. D’altra
parte la ¢’ afferma: 1) che esistono «y,- - -, x, che soddisfano a certe relazioni
con elementi di A; 2) che sono diversi da alcuni b,€ B. Ora se in A esistono
esattamente m elementi che soddisfano alle relazioni descritte da 1) allora la ¢’
¢ soddisfatta nel caso che gli elementi b; non siano gli m elementi di A. Se gli
elementi che soddisfano 1) sono infiniti allora ¢’ & sempre soddisfatta. Quindi
T’ ¢ model-completa e, poich¢ ha modello primo, ¢ completa.

Sia B un’algebra di Boole contabile e sia F un suo ultrafiltro. Sia
Ly={{R;}icr_{13, @} ove R; sono simboli di relazione binaria e @ ¢ un sim-

bolo di costante. Sia D (B) il diagramma di B espresso solo con elementi di F.
Sia Ty la teoria contenente:

1) gli assiomi di R®E%, ;
2) per ogni formula « di D(B) l'enunciato ottenuto come segue:

i) se € F— {1} al posto di ¢ si sostituisce xR; d;
i) al posto di 1 si sostituisce x == x;
ii1) al posto di = si sostituisce «>;
iv) al posto di 7' si sostituisce xR; d;
v) si identificano le operazioni V, /\ con i relativi simboli connettivi;
vi) si considera la chiusura universale della formula cosi ottenuta.
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Prorosizione 3.2. 'T'y & completa e superstabile.

Dimostrazione. Sia Ly [i={{R;},c,,a} e sia T;=Tg i la restrizione
di Ty al linguaggio Ly | 4. T; & completa per ogni 7. Infatti se A’, Ae Mod (T))
con un semplice argomento di back and forth si pud vedere che A = A’. Da
cio segue che Ty & completa. Per la proposizione 3.1 e per il corollario 2.2 ¢
sufficiente determinare la cardinalith delle estensioni non isomorfe di ogni
modello di Ty per poter dimostrare la superstabilith della nostra teoria.
Se M e Mod (Tg) ¢ facile osservare che una estensione propria M(x) di M &
determinata a meno di isomorfismi dalle condizioni {R;@}icice (1} €

{14R; @} cr_aupay - Le estensioni sono quindi 2% da cui lasserto.

TeoremA 3.1. Sia B un’algebra di Boole contabile. Per ogni k > 280 piste
un’algebra di Boole principale B di cardinalita k tale che B|Z, ~ B.

Dimostrazione. Se M ¢ un modello saturato di T's di cardinalithd & allora
(B(M)/Z,) ~ B e per la proposizione 3.3 di [2] & principale e quindi la tesi.

CoroLLARIO 3.1. Sia B un’algebra di Boole uniforme con |B|=—k =>2%0 ¢
|B/Zy| =mn < ¥,. Allora B & principale ed & univocamente determinata dalla

coppia (k, n).

Dimostrazione. Segue dalla proposizione 1.5 e dal teorema 3.1.

Ringrazio la prof. A. Marcja e il prof. P. Mangani per le interessanti discus-
sioni e per i preziosi suggerimenti.
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