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Presiede il Presidente della Classe GIUSEPPE MONTALENTI

SEZIONE 1

(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Algebra. — Sull’esistenza di sottogruppi nilpotenti autonormalizzanti
in alcuni gruppi semplici, 11. Nota di ALMA D’ANIELLO, presentata ¢
dal Socio G. Zappa.

SuMMARY. — We prove that in the Mathieu groups there is a unique conjugacy
class of nilpotent self-normalizing subgroups, the class of the 2-Sylow subgroups. In
the Janko group J; there are no nilpotent self-normalizing subgroups.

1. Questa nota ¢ il proseguimento della Nota I dallo stesso titolo [9]. Si
studia l'esistenza di sottogruppi nilpotenti autonormalizzanti (sottogruppi di
Carter) nei gruppi di Mathieu e nel gruppo di Janko J;. Si prova che:

a) nei gruppi di Mathieu esiste una ed una sola classe di coniugio di
sottogruppi di Carter e coincide con la classe dei 2-sottogruppi di Sylow;

b) nel gruppo di Janko J, non esistono sottogruppi di Carter.

2. Le proprietd dei gruppi di Mathieu che saranno usate nel seguito sono
tutte contenute, a meno di avviso contrario, in [6].

ProrosizioNE 4. I gruppi di Mathiew My, My, M,y,, My, M,, hanno
un’unica classe di coniugio di sottogruppi di Carter, che coincide con la classe dei

2-sottogruppt di Sylow.

(*) Nella seduta dell’8 gennaio 1983,

1. — RENDICONTI 1983, vol. LXXIV, fasc. 1.
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Dimostrazione. Da [6] segue che i 2-sottogruppi di Sylow nei gruppi di
Mathieu sono autonormalizzanti. Quindi basta verificare che ogni altro sotto-
gruppo nilpotente non ¢ autonormalizzante. Distinguiamo i vari casi:

a) My,.
Da [6] segue che:

7) 1 p-sottogruppi di Sylow (p 7% 2) sono autocentralizzanti ma non
autonormalizzanti;

@) se x ha periodo 3, |C (x)| =18 =2.32,

Per (¢) M;; non possiede sottogruppi nilpotenti, che non siano p-gruppi,
il cui ordine sia divisivile per 9, 5 o 11. Per (if) M,;, non contiene sottogruppi
nilpotenti, che non siano p-gruppi, il cui ordine sia divisibile per 4. Pertanto
un eventuale sottogruppo nilpotente massimale C, che non sia un p-gruppo,
deve essere contenuto nel centralizzante di un gruppo d’ordine 3, cioé in un
gruppo isomorfo a S;XZ;, e quindi ¢ del tipo Z;XZ;, o del tipo Zy;xZ,. Un
gruppo del tipo Z3;XZg & normale in S;XZ;, quindi non & autonormalizzante.
Sia C del tipo ZyXZ;, cioé

C={y)x{z) , con y2=2*=1.

Allora C < Cwy,, (y) =~ GL(2,3). Ma i soli sottogruppi nilpotenti autonor-
malizzanti in GL (2, 3) sono i normalizzanti dei 2-sottogruppi di Sylow [2]
che sono distinti da C. Segue

C < Negy (€) < Nugy, (C).
) M,,.

I p-sottogruppi di Sylow (p 7 2) non sono autonormalizzanti. Sia H un
sottogruppo nilpotente, tale che p,q| |H|(p, ¢ primi distinti). Allora | Z (H) |
¢ divisibile per p, g, onde H deve essere contenuto nel centralizzante di un
elemento di ordine pg.

Supponiamo p < ¢q. Per M,, potrebbe aversi:

(f) ¢g=11. Impossibile, perché M;, non ha elementi di ordine 22,
33, 55.

(%) p =13, ¢=>5. Impossibile, perché M, non ha elementi di ordine 15.

(ii) p=2,q=>5. Allora H deve essere contenuto nel centralizzante
di un elemento di ordine 10. Dalla tabella ([6] p. 227) segue | H | = 10.

(#7v) p=2,q9=3. Allora H deve essere contenuto nel centralizzante
di un elemento di ordine 6. Dalla tabella segue |H|=6 o | H|=12,

Esaminiamo il caso (#iZ). Allora H & contenuto nel normalizzante N di un
5-Sylow, cioé [6] in un gruppo di Frobenius d’ordine 20. Ne segue [N : H] =2,
cioé H<N, ¢ H non é autonormalizzante.
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Esaminiamo il caso (fv). Sia |H|=6. Se H & generato da un elemento
della forma (6) (3) (2), H ¢ contenuto in un M, (che fissa 'oggetto lasciato fermo
da H) e quindi non ¢& autonormalizzante. Se H ¢ generato da un clemento della
forma (6)2, H & contenuto propriamente nel centralizzante C di tale elemento,
con C di ordine 12, onde H< C e H non ¢ autonormalizzante,

Sia |H|==12. Allora H ¢ il centralizzante di un elemento v di

tipo (6)%. Ne segue che v2 ¢ di tipo (3)* e ¢® & di tipo (2)°. Di conseguenza
H < Cy,, (v*) ~ (¢*)XS; e H non & autonormalizzante [1].

c) M,,.
Da [6] segue che i p-sottogruppi di Sylow (p % 2) di M,, non sono

autonormalizzanti.

Sia H un sottogruppo nilpotente tale che p, ¢| |H|(p, ¢ primi distinti).
Allora |Z (H)| ¢ divisibile per p,q, onde H deve essere contenuto nel
centralizzante di un elemento di ordine pg. Sia p << ¢. Poiché lordine del
centralizzante di un g—elemento, ge {5,7, 11}, ¢ ¢, deve essere p=2, ¢=3.
Pertanto H ¢ contenuto nel centralizzante di un elemento v di periodo 6.
Poiché |C(v)| =12, C(v) ¢& nilpotente anzi addirittura abeliano, per
cui, se H<C(v),H non ¢ autonormalizzante. Sia H=C(2). Allora
H < C(v%) ~ Z;xA;. Segue C(v%) << Ny, (H), e quindi H non ¢ auto-
normalizzante.

d) M.

Da [6] segue che i p-sottogruppi di Sylow (p =~ 2) di My non sono auto-
normalizzanti.

Sia H un sottogruppo nilpotente tale che p, ¢ || H|(p, ¢ primi distinti).
Allora H deve essere contenuto nel centralizzante di un elemento di ordine pg.
Sia p < ¢. Potrebbe aversi:

(?) ¢==23. Impossibile perché M,; non ha elementi di ordine 23 p.
(%) ¢==11. Impossibile perché M, non ha elementi di ordine 11 p.

(i1) ¢=="7. Poiché Tordine del centralizzante di un 7-elemento & 14,
deve essere p = 2. Se v ¢ un elemento di ordine 14 in M,, allora | C (v) | =14,
onde H= C (v). Inoltre H ¢ contenuto in N ({v2}) che ¢ isomorfo a [Z,] Z;.
Pertanto H non ¢ autonormalizzante.

(fv) g==>5. Poiché l'ordine del centralizzante di un 5-elemento & 15,
deve essere p==3. Se v & un elemento di ordine 15 in My | C (v) | =15,
pertanto H==C (v). Inoltre H ¢ contenuto in N ((¢?)), che & isomorfo

a [Zy) Zy, ed & normale in esso, onde H non ¢ autonormalizzante.

(v) p=2,9=3. H deve essere contenuto nel centralizzante di un
elemento v di tipo (6)* (3)? (2)2. Poiché | C(v) | =12, H ¢ contenuto in un
coniugato di Staby,, (23) ~ M,,, quindi, per quanto osservato precedentemente,
non & autonormalizzante.
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e) M,,.

Da [6] segue che i p—sottogruppi di Sylow (p 7~ 2) di M,, non sono auto-
normalizzanti.

Sia H un sottogruppo nilpotente di M,,, tale che p,q||H| (p, ¢ primi
distinti). Allora H deve essere contenuto nel centralizzante di un elemento di
ordine pq. Sia p << q. Potrebbe aversi:

(?) ¢==23 oppure g==11. Impossibile perché M,, non ha elementi di
ordine 23 p oppure 11 p.

(%) ¢=="17. Poiche il centralizzante di un 7-elemento ha ordine 42, deve
essere p==2 oppure p=3. Se p==2, H & il centralizzante di un elemento di
tipo (14) (7) (2), quindi ¢ contenuto in un coniugato di My, e non & autonor-
malizzante. Se p=23, allora II & contenuto, anzi coincide col centralizzante
di un elemento v di ordine 21. H ¢ contenuto in Ny,, ({v*)) che & isomorfo
a S;xF, con F gruppo di Frobenius di ordine 21.

Sia F=[Q] T, con Q ciclico di ordine 7 ¢ T di ordine 3. Allora Ny, (H)
contiene un sottogruppo di ordine 3, controimmagine di T in N ({2%)), che
non & contenuto in H, onde H non & autonormalizzante.

(77t) g ==5. Poiché il centralizzante di un 5-elemento ha ordine 60, deve
essere p==2 oppure p==3. Sia p=2. Allora H < C(2) con v elemento di
ordine 10. Poiché | C(v) | =20 ¢ C(v) < C(v?) ~ Z;XA,, C(v) ¢ nilpotente.
Pertanto se H < C(v), H non ¢ autonormalizzante. Sia H=—=C (v). Allora
H=:C(v) < C(v?. Ma un sottogruppo di ordine .20 in Z,XA, & normale,
onde H non ¢& autonormalizzante. Se p =3, H & il centralizzante di un elemento
di tipo (15) (5) (3), quindi ¢ contenuto in un coniugato di My e non & auto-
normalizzante.

(7v) ¢g=3,p==2. H ¢ contenuto nel centralizzante di un elemento v
di periodo 6 di M,,. Ci sono due classi di coniugio di elementi di periodo 6 in
M,,, 'una costitutita dagli elementi di tipo (6)%, l’altra costituita dagli elementi
di tipo (6)2 (3)* (2)?. Distinguiamo i due casi. Sia v di tipo (6)*. Allora | C (v) |=24.
Essendo C (v) < C(2?) = Z;XxA,, C(v) & nilpotente. Pertanto se H < C (v),
H non ¢ autonormalizzante. Sia H=C (v). Allora C (v) < C(2*)=N, dove
N/0, (N) ~ S;. Poiché v ha periodo 3 anche 9?0, (N) ha periodo 3 in N/0, (N).
Esiste quindi xe N tale che x0, (N) ha periodo 2 e trasforma 22 0, (N) nel suo
inverso. Consideriamo 0, (N) (22). In esso (v?) & un 3-sottogruppo di Sylow
insieme con (x'92x), onde esiste te0,(N) tale che #* (x'o?x)t= (v?),
cioé (wt)™ (v?) (xt) = (v?), con xt0,(N) di periodo 2. Si avra (xt)™ v? (xf) = o*
e quindi e Ngys) ((v2)). Essendo «xteC(v®) si ha: (wt)y'o(xt)=
== (xt)™ 0 0% v% (xt) = (wt) ™ 0® (wt) ((xt) ! 02 (x8))® = 0® (v')® = v® v2 =v!, onde
(xt) " (o) (x#) = (0]. Ne segue (1) C (o)) (xt) = C ((o}); ma C ({o))=C (v)
onde (xt)7* C (v)(xt) = C (), cio¢ xt normalizza C (v), pur essendo xt¢ C (v%)
e quindi xt¢ C(v). Percio C(v) non & autonormalizzante.
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Sia o di tipo (6)? (3)? (2)%. Allora | C(v) | =24. Essendo C (v) < C (2?),
C (v) ¢ nilpotente. Pertanto se H < C(v), H non ¢ autonormalizzante. Sia
H = C (v). v fissa due elementi, possiamo supporre, a meno di coniugio, che v
fissi 23 e 24. Allora Cy,, (v) < Cp,, (v) € inoltre Cyy, (v) < Cy,, (2%) < My,
con Cy,, (v*) =~ [E;] S,, dove E,; denota il gruppo abeliano elementare di ordine
16. Sia K la controimmagine di E;s in Cy,, (v*). Poiché v ha periodo 3, anche
22K ha periodo 3 in Cy,, (v°)/K. Pertanto esiste xe Cy,, (%) tale che xK
trasforma o2 K nel suo inverso. Analogamente al caso precedente si trova
un elemento t¢ K tale che xte Ny, (C(v)) e xt¢C(v), onde C(v) non
¢ autonormalizzante.

3. Le proprieta del gruppo di Janko J; che saranno usate nel seguito
son tutte contenute in [6].

ProrosizioNE 5. Il gruppo di Janko J, non contiene sottogruppi di Carter.

Dimostrazione. 1 p-gruppi contenuti in J; non sono autonormalizzanti,
Sia H un sottogruppo nilpotente tale che p,q¢| |H|; allora H deve essere
contenuto nel centralizzante di un elemento di ordine pg. Se & p < ¢, per ],
potrebbe aversi:

(?) g€ {7, 11,19}. Impossibile perché il centralizzante di un ¢g—elemento
ha ordine g¢.

(@) p=2,¢=23. Allora H deve essere contenuto nel centralizzante di
un elemento di periodo 6. Dalla tabella (p. 228) segue | H | =6.

(@) p==2,q==5. Allora H deve essere contenuto nel centralizzante
di un elemento di periodo 10. Dalla tabella segue | H | = 10.

(7v) p==3,qg==">5. Allora H deve essere contenuto nel centralizzante
di un elemento di ordine 15. Dalla tabella segue | H | = 15.

fIn ciascuno dei casi (i), (#%), (#v) risulta H << N (Gy) oppure H < N (Gy),
con G, (k=3,5) opportuno k-sottogruppo di Sylow di J,. Da [6] segue che
N (G;) = N(Gg) @ D;XD,. con D; e D, gruppi diedrali di ordine 6 e 10
rispettivamente. Sia

D,={(a,b|/e*=b*=1,b"'ab=a?)
D,=(a,b|@=0b=1,b"ab=2a").
Nel caso (i) H & isomorfo ad un coniugato di A = (a,b).
Nel caso (i) H ¢ isomorfo ad un coniugato di B= (a, b).

Nel caso (iv) H ¢ isomorfo ad un coniugato di C= (a, @) .
In ogni caso H non ¢ autonormalizzante.
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