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SEZIONE 1

(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Analisi matematica. — Sul problema del rimbalzo in un insieme
convesso. Nota ®) di Marco DEGIOVANNI **), presentata dal Cor-
risp. E. DE GIORGI.

SuMMARY. — In the present paper we seek the bounce trajectories in a convex
set which assume assigned positions in two fixed time instants. We find sufficient
conditions in order to obtain the existence of infinitely many bounce trajectories.

Sia Q un aperto limitato di R™ con frontiera 2Q di classe C' e sia U
in L' (0, T ; C'(Q)).

Nel seguito indicheremo con v la normale esterna a €, con (| ) il prodotto
scalare di R” e con I, la funzione caratteristica di A.

11 nostro scopo ¢ studiare il moto di un punto materiale che si muove in Q
sotto l’azione di un campo di forze conservativo di potenziale U e che rim-
balza elasticamente contro la frontiera 9Q.

Ricordiamo la definizione di rimbalzo usata in [8]:

DEeriNizIONE 1. Diciamo che

v:[0,T] >0

(*) Pervenuta all’Accademia il 3 agosto 1982,
(*#*) Scuola Normale Superiore, Pisa.

1. — RENDICONTT 1982, vol. LXXIII, fasc. 1-4.
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¢ una soluzione del problema del rimbalzo con potenziale U se
i) v é Lpschitziana

il) esiste una misura di Borel positiva p su 10, T[ con supppc C=
={te 10, T[:y(t)e 3Q} tale che v'=—VU(¢t,y)—v (y)u nel senso
delle distribuzioni, ossia

foriena=[ue,nina+[evaa  vie o, T

iii) y ammette derivata destra e sinistra in ogni t di 10, T[ (questa & una conse-
guenza di ii)) e si ha

IYe @) 1=17- ()] vte 10, T[.

OsSERVAZIONE 1. Se y & una soluzione del problema del rimbalzo, allora
) w(10,T[) <+ oo;

i) v ammette derivata destra in #==0 e derivata sinistra in =TT,

tg
i) Fve @) P—3lvi@) P=—] (' |VU(@, ) dt V., 1€ [0, T];

Y- —2(Zv(y)v(y) in C.

7

) Y4

I

DEeriNiZIONE 2. Sia y una soluzione del problema del vimbalzo. Diciamo
che v é una soluzione classica del problema del rimbalzo se Uinsieme C dei punti
di rimbalzo é finito.

Le soluzioni classiche del problema del rimbalzo sono state studiate anzi-
tutto dal punto di vista ergodico [1], [2] nel caso in cui U sia nullo attraverso
una tecnica di trasformazioni successive.

N

Ad ogni modo ¢& interessante osservare [3] che esistono degli Q convessi
con 2Q di classe C* ed opportuni dati iniziali (y(0), v (0)) in QXR" per i
quali non esistono soluzioni classiche del problema del rimbalzo con poten-
ziale U nullo definite su tutto [0, T]. In tal caso pud esservi mancanza di
unicitd in grande per il problema di Cauchy [3], [4] nell’ambito delle soluzioni
considerate nella Definizione 1.

Delle situazioni particolari, in cui tutte le soluzioni sono classiche, vengono
prese in considerazione in [3] (la curvatura gaussiana di 2Q deve essere stret-
tamente positiva in ogni punto) ed in [5] in un contesto leggermente diverso
(€ deve essere un poliedro e sono ammesse solo le traiettorie che non toccano
mai gli spigoli).

Nel caso generale, in cui U pud non essere nullo, ci sono alcuni recenti
articoli concernenti 'approssimazione del problema del rimbalzo con problemi
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piu regolari, Papprossimazione delle soluzioni con soluzioni classiche e lo studio
dell’'unicitd per il problema di Cauchy [4], [6], [7], [8]-

Il nostro scopo ¢ cercare le soluzioni del problema del rimbalzo che assu-
mono assegnati valori negli istanti t=0 ¢ t="T.

Con un ragionamento elementare si pud provare il

TroREMA 1. Supponiamo Q convesso. Allora WP,Qe Q, Vke N esiste
una soluzione classica y del problema del rimbalzo con potenziale U nullo tale che

Yy@®=P , y(T)=Q , card(C)=k.

Nel caso generale, in cui U pud non essere nullo, abbiamo dimostrato
alcuni risultati simili al Teorema 1.

TEOREMA 2. Sia Q convesso con 9Q di classe C*. Supponiamo che esista
Ec< [0,T] tale che

m(E)=0, (VU(@,x)|v(x) <0 Vte[0,T]—E vxe 3Q.

Allora YP,Qe Q,VL > 0 esiste una soluzione vy del problema del rim-
balzo con potenziale U tale che

T
Y@O=P , y(M=Q , le’IzdtzL.
0

In particolare, ci sono infinite soluzioni v del problema del rimbalzo con
potenziale U tali che v (0)=P, v(T)=Q.

TeoREMA 3. Sia Q convesso con 9Q di classe C®. Supponiamo che la
curvatura gaussiana di 2Q) sia strettamente positiva in ogni punto e che U sia
in L® (0, T ; C'(Q)).

Allora continua a sussistere la stessa test del Teorema 2.

L’idea della dimostrazione si basa su di una relazione fra soluzioni del
problema del rimbalzo e geodetiche su variet.

Se M ¢& una sottovarietd compatta e senza bordo di R" ¢ P e Q sono due
punti di M, ¢ stato provato [9], [10] che ci sono infinite geodetiche su M
congiungenti P e Q.

Intuitivamente possiamo considerare il biliardo Q come una « piastra»
con due facce ¢ P ¢ Q come due punti che possono stare sulla stessa faccia o
su facce opposte, associando le geodetiche su questa « piastra» alle soluzioni
del problema del rimbalzo (con potenziale U nullo).

In questo modo il problema del rimbalzo viene ricondotto allo studio

delle geodetiche su di una opportuna varietd. Inoltre il caso in cui U non sia
nullo pud essere trattato in maniera del tutto simile.
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Nel tradurre questa intuizione in una dimostrazione rigorosa, poiché la
« piastra» ¢ una varietd piuttosto irregolare, conviene ricorrere ad una appros-
simazione con varietd pill regolari, conformemente ad una idea gid espressa
in [1], [11], [12].

La linea della dimostrazione dei teoremi sopra enunciati che abbiamo
seguito & basata sulla considerazione delle traiettorie su tali varieta soddisfacenti

delle stime che assicurino I’esistenza di infinite soluzioni anche per il problema
limite.

La possibilita di considerare il problema del rimbalzo come problema
limite si fonda sui seguenti lemmi:

Levma 1. Sia Q convesso con 2Q di classe C*. Supponiamo
Q={xeR":V(x) <1}
con V : R R+ convessa e di classe C°.
Sia S.={(x¢, %) R"XR : V(xo) +#ife=1} per 0 <e<1.
Sia {1ocecrc (H* (0, T)*™'  tale che
7 (e S. vte [0,T],
77+ (VU (t, n5), 0)= (""" + (VU (£, ) , 0) | ve (n)) ve ()

dove v, & la normale a S,.

Supponiamo che esista v (H"* (0 SN tale che o7 —n i (H"? (0, T
debole per ¢ — O,

Allora v, (t)=0 Vte [0,T] e, posto y(t)=m,(t), st ha
1) v lpschitziana e slgn‘.#vf =(v,0) i (H"? (0, T)"*" forte per p <oo;
i) esiste una misura di Borel positiva p. su 0, T[ con
supppc C'={te 10, T[: y()e 3Q}
tale che

Y'=—VU@l, )+ (VUEDIviNIev(r)—v (e

nel senso delle distribuszioni ;

iti) vy ammette derivata destra e sinistra in ogni t di 10,'T] e
IYe @O 1=Iv-® viel0, T[.

LeMMA 2. Se wvalgono le ipotesi del Teorema 2, la curva vy del Lemma 1
¢ una soluzione del problema del rimbalzo con potenziale U.
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Lemma 3. Se valgono le ipotesi del Teorema 3, la curva v del Lemma 1
T

¢ una soluzione del problema del rimbalzo con potenziale U, purché f[ ¥ [*dt
0

sia sufficientemente grande.

Se invece Q non ¢ convesso, non sappiamo se esiste in generale almeno
una soluzione del problema del rimbalzo congiungente due punti assegnati.
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