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Calcolo delle variazioni. — Limiti di problemi di minimo per 
funzionali convessi con ostacoli unilaterali. Nota (*> di G ia n n i  D a l  

M a so , presentata dal Corrisp. E. De G io r g i.

Summary. — If the minimum problem (^oo) is the limit, in a variational sense, 
of a sequence of minimum problems with obstacles of the type

i&h) ™ n f Uh O , D«) +  a {x, m)] dx ,
n

then (^oo) can be written in the form

(^oo) min I J [/oo (x , Dm) +  a (x , u)] dx +  J goo (x , u (x)) d ^  (x) |
n a

without any additional constraint.

Introduzione

In questa Nota si considerano successioni di problemi di minimo con 
ostacoli della forma

min
V > < P J Ì

in [fh (x , Du) +  a (x , u)\ dx ,
CPA J

e si mostra che, sotto opportune ipotesi, esse convergono ad un problema di 
miniipo del tipo

(̂ *oo) min | j [/«, ( x , D u) +  a (x ,  «)] d x + j g co( x , ü  (x)) (*)J .

Più precisamente si mostra che, per ogni scelta della funzione a ( x , u) in 
un’opportuna classe di funzioni ammissibili, le successioni dei punti di minimo 
e dei valori minimi dei problemi (jPh) convergono, per h -> +  oo, al punto di 
minimo ed al valore minimo del problema

Questioni di questo tipo, in ipotesi diverse sugli integrandi f h o sugli osta­
coli <pA, sono state considerate da vari autori; per una bibliografia sull’argomento 
si veda [3], per un esempio in cui il problema limite non è più un problema 
con ostacolo si veda [2].

(#) Pervenuta all’Accademia il 20 luglio 1982.
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In questa Nota si studia il caso in cui le <pA siano completamente arbitrarie 
e le f h siano funzioni convesse in Du verificanti opportune maggiorazioni 
(condizione (b) del Teorema 1).

I risultati ottenuti sono dello stesso tipo di quelli dimostrati in [8] e [4] 
per il caso

A  (x , Dm) =  I Dm |8

ed in [1] per il caso

fh ( x , Dm) =  2  afì (x) Dt mD, m .
ij=1

Le dimostrazioni, che verranno esposte in un lavoro di prossima pubbli­
cazione, si discostano notevolmente da quelle dei tre lavori citati, nei quali 
si sfrutta in maniera determinante la proprietà delle f h di essere forme quadra­
tiche in Du.

Un altro elemento di novità rispetto ai tre articoli anzidetti è costituito 
dal fatto che i risultati qui esposti sono ottenuti su un qualsiasi aperto limi­
tato £2 con frontiera lipschitziana, mentre i teoremi dimostrati nei tre lavori 
precedenti valgono soltanto se £2 appartiene ad un’opportuna famiglia di 
aperti, che dipende dalla successione di problemi presa in considerazione e che 
non sempre è facile da individuare.

1. Il r is u lta to  p rin cip a le

Consideriamo fissati per tutto il seguito un intero n >  1 ed un numero 
reale p , con 1 < p  < +  oo.

Indicheremo con cp la capacità di ordine (1 , p) definita, per ogni sottoin­
sieme E di Rn, dalla formula

Cp (E) =  inf {Il U I I * ! , : u s.c.i., u e W1’* (RB) , u (x) >  1 V x e E ) ,

dove s.c.i. sta per semicontinua inferiormente.
Diremo che una proprietà X (#) vale *y-quasi ovunque su E (abbreviato 

Cp-q.o. su E) se esiste E 0 c  E, con cp (E0) =  0, tale che X (#) sia verificata 
da ogni x e  E — E 0.

Se Q è un aperto limitato con frontiera lipschitziana ed mg W1,p(Q), 
per ogni x e  Ç1 porremo per definizione

ü (x) =  lim inf
r -> 0

____1____
mis £2r (#) j  u (y) dy

Clr (x)

dove Or (#) =  {y e £2 : | y  — x\  < r }.
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Sia X uno spazio topologico, sia {F }̂ una successione di funzioni di X 
in R, sia x un elemento di X e sia t e R. Seguendo [6] e [7] diremo che

t = T ( X ~ )  lim F*(y)
h - »  oo 
y - > x

se e solo se

t =  sup liminf i nfF^(3; ) =  sup limsup inf F^(j;)
U e x) il —> oo y  e l i  U g  ^ ( x) h —> oo y  e U

dove J{x)  indica l’insieme degli intorni di x in X.
Esaurite queste premesse, siamo ora in grado di enunciare il seguente 

teorema.

Teorem a 1. Sia Q un aperto limitato di R n con frontiera lips chit ziana, 
sia {<pA} una successione di funzioni di £1 in R £ sia {fh} una successione di fun­
zioni boreliane di ( ì x R w in [0 , +  oo[ con le seguenti proprietà:

(a) per ogni x e  £1 e per ogni he  N la funzione zv->fh( x , z) è convessa su Rn;

(b) esiste una costante C >  1 tale che per ogni ( x , z) e £1XRn e per ogni h e  N

0 < M x , z ) < C ( l  +  \z\v) 

f h ( x , 2 z )  < C ( 1  + /* (* ,* ) ) •

Per ogni he  N e per ogni u e  W1,P(Q) poniamo

, \ fh{x , Du) dx se ü >  ^-q.o. su £1
Y h{ u ) = / d

-f- 0 0  altrimenti.

Indichiamo con X (Q) lo spazio W1,3?(Q) munito della topologia indotta da
1/ ( 0).

Supponiamo che esista un funzionale : W1’27 (O) —> [0 , +  00] con le 
seguenti proprietà :

(c) per ogni u e  W1,3?(0)

^ ( i ^ r t x t o n  lim Wh(v)y
h —> 00 
V ->■ OO

(d) esiste u0e W1,2?(ü) tale che (u0) <  +  00.

Allora esistono
(i) una funzione boreliana / ^  : Q X Rn -> [0 , +  oo[ verificante le proprietà (a)

. (b) ,
(ii) una funzione boreliana gœ : O X R —* [0 , +  00] tale che per ogni x e  £1 la 

funzione t 1—>■ g^ (x , t) sia convessa, decrescente, semicontinua inferiormente 
su R e converga a 0 per t -> +  00,

2. — RENDICONTI 1982, vol. LXXIII, fase. 1-4.
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(iii) una misura di Radon positiva appartenente a W 1,q (Rn) (p~
(iv) un numero reale (Q), con 0 <  (£2) <  +  oo,

tali che per ogni u e W1,ì’(Q)

'Too (u) =  [ /« ,(* ,  Du) dx +  j  goa(x,  ü(x)) (x) +  ( O) .
n Q

Se, al variare di u in W1,p(£2), il funzionale 

(!) j  Soo 0 .  « (*)) div> 0 )  +  (a )
n

assume solo i valori 0 e +  oo, allora voo(Q) =  0 ed esiste una funzione 
9^  : 0 - > R  tale che per ogni ue W 1,p (£2)

f  geo (X’ Ü (*)) d̂ oo (x) =
a

0 se ü >  9^  cv- q.o. su £2

+  altrimenti.

Esistono però degli esempi in cui il funzionale (1) assume tutti i valori 
reali positivi (vedi [2]).

Osserviamo infine che nel funzionale limite xF0O- l’integrale di ^  su 9Û può 
dare un contributo non trascurabile anche qualora la condizione di ostacolo 
ü >  9à sia assegnata soltanto su £2 invece che su £2 (cioè 9  ̂=  — 00 su a £2). 
Questo naturalmente non accade qualora (ph =  — 00 al di fuori di un compatto 
contenuto in £2.

2. Convergenza dei m inim i

Esaminiamo ora le applicazioni del Teorema 1 allo studio dei limiti di 
soluzioni di problemi di minimo con ostacoli.

Ricordiamo innanzitutto che, qualunque sia la successione degli ostacoli 
(9/J, il teorema generale di compattezza della T-convergenza (vedi [10] Propo­
sizione 3.1) assicura che la condizione (c) del Teorema 1 è verificata almeno 
da una sottosuccessione di {T^}.

Dal Teorema 1 e dal teorema generale che collega convergenza dei minimi 
e T-convergenza (vedi [9], [10] Corollario 2.4) si deduce il seguente corollario.

C o r o lla r io  2. Supponiamo che siano verificate le ipotesi del Teorema 1 
e che per ogni h e  N , ( x , z)€  £2XRn si abbia

i z  r  < f h (x , * ) .
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Sia a : O x R  una funzione boreliana con le seguenti proprietà :

(a) per ogni x e Lì la funzione t\-> a (x , t) è continua,
(b) esistono due costanti c1 , c2 e]0 , +  oo[ ed una funzione (3 e L1 (£2) tali che 

per ogni ( x , t) e O x R  si abbia

cx \ t  \v — (3 (x) <  a (x , t) <  c2 1 t \p +  (3 (x) .

Per ogni h e  N sia uh un punto di minimo del funzionale

j  Uh (x , Dm) ■i- a ( x , u)\ dx
Q

nell9insieme {ue W1,3?(0 ) : u >  yh cv~q.o. su £ì}.
Allora la successione {uh} è relativamente compatta in l i  (Lì) ed ogni sotto­

successione convergente della {uk} converge in l i  (Lì) verso un punto di minimo 
in W 1,p (Lì) del funzionale

(2) j  [ f^  (x , Dm) +  a (x , m)] dx +  [  gœ (x , ü (*)) (x) .
Q n

Inoltre si ha

lim [A (x , Dma) +  a (x , uh)] dx =
f i—¥■ OO vn

min
u e  W 1 ’^  (Q)

[/oo (x , Dm) +  a (*, m)] d x+  (x ,ü (xj) (*) +  (Q)

In particolare, se il funzionale (2) ammette un unico punto di minimo u^ 
su W1,3?(£2), allora Tintera successione {%} converge ad ^  in U  (Q).

3. Condizioni al contorno

Usando le tecniche di [5] è possibile dimostrare il seguente risultato sulla 
convergenza delle soluzioni di problemi di minimo con ostacoli e con condi­
zioni al contorno di Dirichlet.

Teorem a 3. Supponiamo che siano verificate le ipotesi del Corollario 2. 
Sia {wh} una successione in W1,2?(Q) convergente debolmente in W1,P(Q) 

ad una funzione . Supponiamo che per ogni he  N sia wh >  cpft cv- q.o. su Lì. 
Per ogni h e  N sia vh un punto di minimo del funzionale

[  Uh (x > Dm) +  a (x , m)] dx
a

nell'insieme {ue W1,2> (Q) : u — whe Wj,ì? (Lì) , ü >  yh cp- q.o. su Q}.
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Allora la successione è relativamente compatta in \ I  (Q) ed ogni sotto­
successione convergente di {v^ converge in L2?(iì) verso un punto di minimo del 
funzionale

(2) \ [ /* , (x  Dm) +  a(x ,u)]dx +  j  g00(x ,ü  (x )) (x)
^ Q

nelVinsieme wœ -f (O) =  {u e W1,2? (Q) :u  — wœ G Wj,2? (Q)}.

In particolare, se il funzionale (2) ha un unico punto di minimo v^  
nell’insieme (Q), allora l’intera successione {vh} converge a v^
in L ^Q ).

Osserviamo infine che nel Teorema 3 la limitazione cx >  0, imposta dalla 
condizione (b) del Corollario 2, può essere sostituita dalla seguente

| u \p dx —  11 .
a Cì
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Ci > — inf Dm |p dx : m e Wj’p (D),


