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Magnetofluidodinamica. — Sull’ equilibrio di un plasma radiativo
in rotazione. Nota I di MARGARETA IGNAT, presentata ™ dal Socio
C. AGOSTINELLI.

SumMary. — This paper studies the magnetodynamic equilibrium of a radiative,
infinitely conducting plasma, undergoing both a rotation motion around a symmetry
axis and a motion in the meridian plans.

It is assumed that on plasma acts its own gravitation.

In the first nota the plasma is considered incompressible; for such a plasma the
approximation of a perfect gas is valid.

INTRODUZIONE

In questo lavoro si studia 'equilibrio magnetodinamico di un plasma radia-
tivo in rotazione sottoposto alla propria gravitazione con riferimento ad un
plasma incomprimibile nel §1 ed ad uno compressibile nel §2. Le condizioni
d’esistenza del plasma stellare e qualche volta di quello di laboratorio, rendono
opportuna la considerazione dei processi radiativi, processi che diventano
significativi a temperature molto alte. In questo modo saranno estesi tenendo
conto degli effetti radiativi alcuni lavori precedenti, [1, 2, 3], sull’equilibrio
magnetodinamico di masse gassose, elettroconduttrici, rotanti e sottoposti alla
propria gravitazione.

Se il plasma considerato ¢ incomprimibile (§ 1) e uniformemente rotante,
lavorando nell’approssimazione di un gas perfetto si constata che la distribuzione
della temperatura non dipende dal campo magnetico, per il plasma essendo pos-
sibili configurazioni d’equilibrio ellissoidali rotonde. La densith dell’energia
di radiazione risulta allora una funzione armonica, collegata alla temperatura
per la formula di Planck.

Nel §2 si fa un studio analogo per un plasma compressibile politropico.
I risultati cosi ottenuti sono poi particolareggiati supponendo che: 1) il plasma
segue un movimento di rotazione uniforme intorno I'asse z, 2) H,, la compo-
nente trasversale del campo magnetico ¢ nulla, 3) la densitd dell’energia di radia-
zione, E®, dipende solo dalla funzione del campo, V. In queste condizioni,
lavorando nell’ipotesi che E®™ ed una funzione arbitraria, K (V), sono funzioni

(*) Nella seduta del 25 giugno 1982,
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lineari di V, si ritrova indipendamente dal campo magnetico e dalla radiazione,
il criterio di stabilith dato da Poicaré, [4]. Questo criterio precisa l'esistenza di
un limite superiore per la velocith angolare di rotazione, w,.

B

Nel caso pit generale quando E® non & una funzione lineare di V e si
ha wy==Fk,H, (dove k, & una costante ¢ H, — il campo magnetico applicato),
per il plasma risulta possibile una configurazione sferica. Allora, la densitd del
plasma & p =p (£), dove £ ¢ la distanza di un punto qualsiasi dal centro della
sfera. Conoscendo la densita si possono poi determinare la funzione del campo V,
le componenti del campo magnetico ecc. Viene trovato pure il criterio di stabi-
lith del plasma, che apparisce modificato in confronto al criterio di Poincaré.
Cosi, il limite superiore della velocita angolare di rotazione dipende adesso anche
dal campo magnetico e dalla radiazione.

Finalmente ¢ stato analizzato il caso di un plasma in movimento di rota-
zione non uniforme, colla velocita angolare di rotazione data da una funzione
lineare di V. Pure in questo caso si mette in evidenza per il plasma la possibilita
d’esistenza di alcuni configurazioni sferiche, trovandosi I’espressione corri-

spondente per w.

§1. L’EQUILIBRIO MAGNETODINAMICO DI UN PLASMA GRAVITANTE RADIATIVO,
INCOMPRIMIBILE

Siano i moti stazionari di un plasma radiativo, incomprimibile, avendo
una conducibilita elettrica molto grande. Il sistema fondamentale di equazioni
di MGDR ¢ in questo caso il seguente

2 (R)
rothv:—irotHxH——grad(—v——l—i—l— E —U),
Po 2 Po 3 po

; divoe=0 ; divH=0,
rot(HXv)=0,

M div g® + « (¢E® —4 6T =0,

—§~ grad E® 4 4g™ =0,
00T (2-V)S + (v- V) E¥ = (¢E® — 46T,

RT
M ’

T=T(p,S), o, in particolare: p=p,

dove: g, — & la densith, v — la velocitd, p — la pressione, H - 'intensith del campo
magnetico, w — la permeabilita magnetica, U — il potenziale gravitazionale, E®) —
la densitd del energia di radiazione, q® - il vettore di flusso di calore radiative,
o — 1l coefficiente di assorbimento, ¢ — la costante di Stefan-Boltzmann, ¢ — la
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velocith della luce nel vuoto, S — I'entropia per unitd di masse, T — la tempe-
ratura assoluta, R — la costante universale del gas e M — la massa molare.

Come si sa, (I.7,) rappresenta I’equazione di stato, la quale & particolareg-
giata in (1.7,) per un gas perfetto.

In cid che segue si fa l'ipotesi che il plasma possieda oltre che un movi-
mento di rotazione intorno l’asse z, in generale non uniforme, anche un moto
nei piani meridiani. Allora il vettore della velocith scritto in un sistema di coor-
dinate cilindriche, avra ’espressione

1) v="0,¢e + ore,+ v,e,,

dove: e,, e,,e,, sono i versori rispettivi € « ¢ la velocita angolare di rotazione.
In virtt della simmetria assiale del problema considerato, tutte le grandezze

del sistema (I) sono indipendenti dall’angolo ¢, essendo funzioni soltanto delle

coordinate r e 2. In queste condizioni (I.2,) & identicamente soddisfatta se

(2) H,=— i ﬂ ; H,= L iV_ ;  Hg—arbitrario.
r o3 r o
Dalla (I.3) risulta
oD
vqu,—coer=? ,
(3) Hxv=grad® — v,H, — v, H,=0,
o
owrH,— o, H, = -5

dove @ ¢ una funzione arbitraria. La (3;) mostra che

v kY
ﬁ’:=_I_I_’z=(3(r,z)—>v,=ﬁH, 5 ‘vzzﬁHZ’

cid che sostituito nella (I.2,), conduce alla

4) p=Y(V),

in cui ¥ & una funzione qualsiasi di V. Quindi

) S 4 () N A &) I A
r oz r or

Introducendo le componenti della velocita e del campo magnetico, date rispet-
tivamente dalle (5) e (2), nelle (3,) e (3;) risulta subito che

(6) w—\—Pfﬂqu:F(V),
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con F funzione arbitraria di V. In queste condizioni

¥ aV v
v:wreq,—l——r-(ar z—¥e>~wre¢+—gradV><e¢,
¥ v ¥ oV )
—_— 2 =
rotvX v=— ?mgrad(cor)—l— p [ar(r 87)+ az<r )}gradV\+
LK o OV ) o OV
(7 +7[9—z(®’)7-5;((°’)§ grad ¢,
H—=—rH, grad ¢ 4 grad Vxgrad ¢,
WY 1 , 1|2 av
rot HXH=— —-grad V Wgrad(qu,)——T E(THCP)E._
3 aV
-g("Hw) 7} grad ¢,
dove
a (1 &V *V
(8) Ve V= or (7 ?) =2

In (7) abbiamo anche tenuto conto che e, =7 grad ¢. Sostituendo (7,) e (7,)
nella (I.1) risultano le seguenti due equazioni scalari

j—(mr“l"—ﬂ—Hq,) Al _i<m72\{r_ﬂ H@p)ﬁy_:(),

oz Po o or Po 2
Tia (¥ sV o (¥ oV
—_ 2y — . [
o grad (wr?) 7 [87(7 ar> az(r azﬂgradV—}—
©)
-+ Pi VZV grad V —I— > grad (rH,)? +
0

Al + 2 _yu —
+ gra (2 + o0 + 300

La prima di loro conduce immediatamente alla

(10) mrz‘lf———rH¢—_~—G(V)
Po Po

dove G (V) pud essere scelta ad arbitrio. Utilizzando il valore di o data
da (6), si trova

-1

(11) rH, = ;‘*0_ G(V)+ 2 F(V)¥ (V)] H"; — e (V)] ,



356 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LXXII - giugno 1982

e poi
(12) © = [P"’ FWM+ =% ‘P‘(V)G(V)] [__Ipz (v)r.

La (9,), tenendo conto delle (11) e (12), si trasforma nella

v2 p E(R) >
ad|l—+ L —U+ 7 —rtF (V)| =
gr (2 +o, + 3. V)
_ ‘P‘[a(‘FaV)_I_a(‘P aV)} o JE
Tl o \r or o \ r 0z dv
H, [ p dG , ¥ p VoV )
” <E v T o g —or 1 SgradV.

Poich¢ conformemente alla (7,): v2= w?r:4 r2¥2(V)(grad V)2, dalle
relazioni dedotte si ottiene

2w Em— o)+ D vyt

(]

E(R) )
+ — U=K (V) + const. ,
3 po
(13)
¥[s (¥ oV 3 (‘{” Vv , dF
v (or \ r or w\r o= dv

dove K ¢ una funzione qualsiasi di V.
Eliminando ¢™ dalle (1.4) e (I.5), si trova I’equazione

3t

(14) AE® — =7 (cE® —4 T4 =0.

Allora, tenendo conto della (7,), la (1.6) diventa

o o oz or

b (aV S oV 38 oV E® 3V E® )
or oz oz or S

15  — P T
= o (cE® —46T4).

Dunque, il problema si & ridotto alla risoluzione delle equazioni (13)-(15)
e (1.7), cio¢ di 5 equazioni nelle incognite: V, E® T, S e p. In cid che riguarda
le funzioni: ¥, F, K e G, esse si scelgono da caso a caso secondo lo specifico
problema considerato.
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CASI PARTICOLARI

Lavorando nell’approssimazione del gas perfetto consideriamo adesso alcuni
casi particolari notevoli.

a) Rotazione uniforme.

Se il moto del plasma si riduce ad una rotazione uniforme intorno ’asse
di simmetria, colla velocita angolare costante «,, allora le (11) e (12) si
riducono alle

(16) o=F(V)=wo0,=cost.; rH,=G (V).
Scegliendo K (V) = cost., le equazioni (13)~(15) porgono

RT  wpre 46T

N —2——U+ T on == cost. ,

1 dG?

(17) VgV—{—T—W:O,

AER—o ; pR_ Tt

¢
In questo caso
1 oV 1 oV

(18) v=owgTe; ; H———Tge,—l—Hq,e(p—}—T?ez,

mentre dalla (7,), risulta
(19) rot HxH=0.

Dalla (17,) si vede che la distribuzione della temperatura non dipende dal campo
magnetico. In cid che concerne la densita dell’energia di radiazione, essa, con-
formemente alla (17;), deve essere una funzione armonica.

Siar la distanza dall’asse di rotazione ¢ x,y, 2 le coordinate cartesiane
aventi I'origine nel centro del plasma e gli asse Ox e Oy — uniformementi rotanti
colla velocita angolare ®, intorno I'asse z. Allora.

(20) r2=x%+4 y?,

cid che introdotto nella (17,) mostra che se la temperatura ¢ costante, per il
plasma sono possibili configurazioni d’equilibrio ellissoidali rotonde.

La funzione del campo, V, soddisfa all’equazione (17,) nella quale G si
pud scegliere ad arbitrio. Cosi, se G (V) ¢ data da una funzione lineare, del
tipo G (V)==~kV, allora la (17,) si semplifica:

(21) Vo,V 4+ k2V =0,

caso che fu analizzato in dettaglio in [5].
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Una semplificazione piu importante si ottiene scegliendo G (V)==0, cid
che, in virth della (16,), significa H,=0. Considerando anche K =%,V,
cio¢ una funzione lineare, il sistema di equazioni (13)-(15) diventa

RT wg (22 4 y?) 4oT¢
N 5 —U—4ky V4 Ton = cost. ,
2
(22) V,V— P‘;’ BV =0,
4

AER=0 ; EM=_—oTe.

Ora la funzione del campo, V, si determina dalla (22,); poi dalla (22,) si trova
la temperatura e dalla

1 Vv
(23) H————e,—}—-r—?ez,

Pintensita del campo magnetico.

Saranno possibili pure questa volta per il plasma figure elissoidali rotondi
se la funzione V si determina colla (22,) cosi che si annulla sul contorno.

b) Rotazione non uniforme

Assumendo nulla la componente trasversale del campo magnetico (H, = 0)
e le funzioni K e w date da espressioni lineari in V, si ha

24) o=FV)=0,(1+8YV) ; K=kV ; rH,=G(V)=0,

dove B, € k, sono delle costanti.

Conservando nelle (13)—(15) soltanto i termini lineari nelle diverse costanti
che intervengono, si ottiene

2 .2 4
—l%—U—rzmo ——(ko—l—rzmﬁ Bo) V + 43GT == cost. ,
Po
2
(25) Vy, V= 9—0‘:" (r? ‘°§ Bo— ko) »
AE®R =0 ; E“”:%GTAI.

Qui, (25;) serve alla determinazione di V, che introdotta nella (25,) ci permette
di trovare la temperatura. Poi, dalla (25;) si ricava la densita dell’energia di
radiazione ecc.
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