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SEZIONE 1

(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

"Matematica. — Réseaux modulaires a structure variable *). Nota
di Lourse MARTIN, presentata ®*) dal Socio E. MARTINELLI.

RiassuNTO. — Si da una formalizzazione dei moduli e delle reti modulari a struttura
variabile. Si dimostra che per ogni automa finito a struttura variabile esiste una rete mo-
dulare a struttura variabile che lo simula., Si stabilisce il legame tra un automa a struttura
variabile e I’automa a struttura variabile associato a una rete modulare a struttura variabile
che lo simula.

1. INTRODUCTION

La décomposition et la simulation des automates constituent un probléme
qui a absorbé depuis les 15 derni¢res années Pattention des chercheurs du
domaine de la théorie des automates et dont les implications théoriques et
pratiques sont importantes.

Méme si les réseaux modulaires ont été introduits pour décrire en termes
mathématiques l'activité du cerveau [11], on les a développés dans le cadre de
la théorie des automates [8, 15] et par la suite ils ont été utilisés dans la simu-
lation des automates [2, 9, 10, 13].

)

Les automates a structure variable [4, 1, 14] se sont révélés un outil utile
fournissant dans de nombreuses situations des solutions plus économiques au
probléme de « réalisation » des automates déterministes {3, 5, 6, 7, 12].

(*) Cette recherche a été subventionnée par I’ Université du Québec a Trois—
Rivieres.
(**) Nella seduta del 9 maggio 1981.
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Le but de cet article est de formaliser la notion de réseau modulaire 2 struc-
ture variable (IT) (qui constitue une extension des réseaux modulaires) et de
'utiliser dans le cadre de la simulation des automates & structure variable (IIT).

2. MODULE ET RESEAU MODULAIRE A STRUCTURE VARIABLE

DEFiNITION. Un d-module & structure variable est un triple
M —=(m, 1, {u, | neN})

o m €N, I est un ensemble non vide de cardinalité finie d, {y,|n¢e N}
est une famille d’applications p, : I" — 1.

Untel d-module est un appareil comprenant m lignes d’entrée {g,, * -+, €, } =¢&
et une seule ligne de sortie {w}=9. Si au temps #, I’entrée est (7, ", ,)
alors au temps n 4+ 1, la sortie est w,(f,, ", %,). Dans le cas particulier ou
pour tout ne N, p,==p, on retrouve les d-modules décrits dans [8].

Y

A tout d-module a structure variable peut étre associé Iautomate &
structure variable & =[I",1,1, {f,|neN}, (g,| n€N}] ot pour tout sel
et pour toute entrée (iy,---,7,)eI”

fn(S;(il"";im)):P-n(il"":im)
gn(s:(il’""im)):U'n(il’“'vim)'
Nous pouvons donc parler de I’état d’'un d-module & structure variable et

cet état au temps n + 1 coincide avec la sortie du d-module au temps n + 1.

DEFINITION. Soit {#;|j=1,--+,7} une famille finie non vide de d-mo-
dules a structure variable ou % i 2| neN}, &={g, - Sm,}
est I'ensemble des m; lignes d’entree et & —{m]} est le smgleton forme de

la ligne de sortie de #;(j=1,--,7). Une partition II de U (€; U )
. =1
est S-bornée si

r
7) pour tout BGH,‘BO U&
i=1

i) il existe BeH,an U

DeriNiTiON. Un réseau ‘modulaire 4 structure variable sur un alphabet I
est un 5-uple Z=[{#;| j=1,---,7} ,11,¢&, %, {I,| ne N}] o

i) {#;|j==1,--+,7} est une famille finie non vide de d~modules
a structure variable ;= (m;, I, {u1| n € N})
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i) II est une partition S-bornée de (J (& U %))
=1

:0}.

Posons & :{él,---,ép} et appelons & I'ensemble des lignes d’entrée
de £.
)

) Fc {BeH:lBﬁ U &
j=1

) é:{Ben:iBm U &

j=1

Posons &= {&,, ", &g et appelons & lensemble des lignes de sor-
tie de .

v) 9,:I" - 1% est définie par induction sur z: supposons que pour
tout w™e {1, @} e {a', rr, 07, il existe b, P tel que w™ed,.
Alors

~ . . hy b B hy ¢k, *h,
VO(ZI) . "Zp):(H01(111: °T "zm}hl) y T, V-Oq(zlq; tT "lm?/,q))
ol
. . h ~
e { 2 si gree,
8 50 ¢'il existe Bell tel que {&’, €} = B
pour k=1, m eta=1,---q.

Supposons 9, _; défini et qu'au temps n — 1, le d-module .#; est dans un
état 5;_1,j=1,--+,r. Alors

o . hy ooh - hy 1ok -,
Vn(zu"'alp):(y-nl(lll,'"Jml;,l)y""an(’lqv"'»lmq;,q))
ol
) si glece
i,’:a:S v b
? s s'il existe B eIl tel que {®’, a‘f”} B
pour k—1,---,m, et a=1,--,g.

Dans le cas particulier ot pour j—=1,---,7 yl=yu’ pour tout ne N,
ou retrouve les réseaux modulaires décrits dans [2, 8].

A chaque réseau modulaire a structure variable, on peut associer une famille
de fonctions {v,|ne N} out v, : I’ —I" est défini par induction sur =.

Vo(il’”')ip):(p'(l)(ii:"')i:nl)a"',{Jv;(i;)“':i:n,.))
ol
Py s i, si g €g,
= .
( 55 ¢'il existe Bell tel que {«’ i} < B
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Supposons v,_; défini et qu’au temps #— 1, le d-module .#; est dans
un état sp_y, fj=1,---,7. Alors

Vi (i s+ s B) = (e (i1 ) 5oy pn (0 i)
ou
R si gleg,
i =
[ 5., il existe BeTl tel que {’, €} < B.

Comme les applications v,, et 9, dépendent de I’état s;_; des d-modules
M ;, nous écrirons lorsqu’il sera nécessaire

‘ Vn(((il y ip) l (srlc—l " s:t—l)) et 9, ((, e ’ ip) l (5711—1 T s:t—l)) .

Ainsi 4 tout réseau modulaire 4 structure variable peut étre associé un auto-
mate 4 structure variable

Lag=[P, 1", 1% {fo|neN}, {g.|neN} ou pour tout (3, -,3,) el
(5,707 s)el,
f;z((sl,”')Sr)y(il”"’ip)')‘:vn((ily'v'v')ip)|(51""’sr))
g;b((sl’"',sr)’(il»“"ip)):Gn((il»"'»ip)](31"”’37))'

3. SIMULATION DES AUTOMATES A STRUCTURE VARIABLE

Introduisons d’abord quelques notations. Pour chaque =z e N, soit
Jnc{ly""P}X{l,”'am} et soit J:U Jn. Posons l]anQnSPm et
neN

|J|=¢q <pm. A chaque g-uple e=(-",¢,,"-)e{0, 1} (x,y)e], on
associe de facon unique pour chaque 7€ N une matrice d’ordre p X m,
E, = (ey) ou

g ey - si (h,l)e]n

€1’fz =
( 0 autrement .

Soient K,={(@,b) |a + b=min{h + [|ep=1}}.

" d min {a | 3 : (a, b) € K,}

1 autrement

) 27,:% min {6 | 3a : (a, b) € K,}

1 autrement .

Interprétons ces trois constantes: soit D la droite reliant les entrées ¢}, et
€z, de la matrice E,. Puisque toutes les entrées de E, situées sur une droite pa-
rallele 3 D ont méme somme d’indices, K, est 'ensemble des couples dont les
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composantes ont la propriété suivante: elles indiquent les indices des entrées
égales 4 1 situées sur une méme droite D’ parallele & D et qui est la premiére
droite contenent une entrée égale & 1. Par ailleurs, [, (resp ;,) est le plus petit
indice de ligne (resp colonne) rencontré par la droite D’ et pour lequel élément
de rencontre est 1 ou J,—1 (resp ¢, = 1) si E, est la matrice nulle.

DEFINITION. Soit 7, =[1;,S,,0;,{fi|neN},{g|ne N}] j={1,2}
deux automates & structure variable. L’automate .o, simule faiblement 1’auto-
mate 7, s'il existe un triple (¢, I',B) ot a:I, =TI, T=(yo," ", Yn,>" ")
est une suite d’applications, v, :S; - S, et B :0, — 0, tels que le diagramme
suivant est commutatif pour tout ne N

S, xLy % - 0
1
Yy ]
}
S x 1, 0,

2

%

THEOREME. Pour tout automate fini & structure variable, il existe un réseau

modulaire fini & structure variable domt I’automate associé simule faiblement <.

Démonstration. Soit o« =1[1,5,0,{f, | ne N}, {g,| ne N}] un

automate fini & structure variable. Posons I, ={4 ,---,4,},85={s, --,5,}
et 0={0,,---,0,}. Pour chaque ne N, soit '

L={(, B BeT, 3eS: f,(s,0) =5 e g(,)=0}U
(G, 1) Vie T, Vses: £, (s,i) £}
Soit ]=U Jﬁ'AloranC {1,"',13})({1,"',71}. Posons lJn[:'Qn et ]J|=q
neN

A chaque couple (j, k)€ ], associons le 2-module 2 structure variable
My=(q+t,{0,1},;{uf | ne N}) ot pff =10, 1}e** {0, 1} est ainsi dé-
finie: pour tout (g + t)-uple (e, c) ou ec {0, 1}? et c=(c;, --,¢,)e {0, 1}
soit

S min {r|c, =1}
? autrement
(1 sig=fl,D) e« =g,

ﬂc (e, c) —
( 0 autrement

A

ou [, a été défini en (1).
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Posons & = X, NeBUEF =1, 8} et Fp= {04}
Considérons le réseau modulaire & structure variable sur {0,1},

R=[{My|(j,B)e]},TT,&,9,{5,|neN}] ot 1T est la partition S—bornee

de U (6 Y L) ainsi donnee
kel

i) Pour 1 <r <t¢, soit B,={e*|(j,k)e]}

ii) Pour (x,y) €], soit B,, = {e | (j, B) e J} U {o™}.

Posons & = {B,, -, B} et ¥ =1{B,,|(x,y)e ]}

~

Définissons 9, : {0, 1}¥ — {0, 1}¢ par induction sur .
Vo (s eyi)=(" " ( ySeys iy, g) ol (fLR)E] et sgz/

est I’état initial du 2-module %, ,(x,y)e].

Supposons v,_; défini et supposons qu’au temps z— 1, le module .Z,,
(x,y)e ] est dans Iétat sp*

A . . -1 . . \ .
Sy o) =C ¥ et gy, oy 8), ) ou (7, k)e].
L’automate 4 structure variable associé 4 %, i savoir,

Sa=[{0,1},{0, 1)7,{0, )¢, {f, | ne N}, {g, | ne N}]

simule faiblement 7. Il suffit de choisir

1) a:I1—-{0,1} ou «(s)==1(8,, ", 3,); ici 3, est le symbole de
Kronecker.

i) pour tout ne N, vy, :5S—{0,1}2 ol v,(s)=("*,€,, ") oU

\ sio=j et y=min{k|(j,k)e],}
e - ¢

autrement

ui) B:{0,1}¢—>0 ou B(e)==0;, ou &, a été défini en (2).

Avant de déterminer la liaison qui existe entre un automate 2 structure
variable et 'automate associé au réseau modulaire qui le simule, nous devons
donner la

DEFINITION. Soit o7;={;, S;, 0;, {f2|neN},{g) | neN}](j=1, 2) deux
automates 4 structure variable. Un homomorphisme de o/ vers 7, est un triple
®,A,m) ou 6:I, >1,, A=(5,---,3,, ++) est une suite d’applications
3, :8; > 85, et n:0, -0, telles que pour tout ne N, les diagrammes suivants
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sont commutatifs,
n o
S, %1 S, S, x1, 0,
(81,9 6n-{.l ©z,0 n
¥ \ v ¥
S, X I, . -8, Sy %1, ; 0,
72 g

n

THEOREME. Soient o/ un automate fini a structure variable et R le réseau
modulaire & structure variable qui le simule. Alors il existe un homomorphisme

d’automates a structure variable entre s/ et 7'

de Mﬂ.

Soit

I—={,o,
0={("

),(0,1,0,

Un
|

Yy €y’

ot /' est un sous—automate

Démonstration. Soient .o/, # et o/ g tels que décrits au théoréme précédent.

Z=[1,8,0,{f,|neN},{§,|necN}] ot

.’0),..
)Yk

(0,
e =1

0,1} {0, 1}

et e,,=0 si x£j ou

y#k,(x,y)e]} = {0, 1}

fu €t 2, sont les restrictions respectives de fn et g, &
existe un triple (6,A,7) ou 6: I—>I,A=(5, -

§><i. Montrons qu'’il
-+) est une suite

') ny”

d’applications 8, :S —~S et :0 -0 telles que pour tout z€ N les diagrammes

suivants sont commutatifs.

fn

Sxi — - S
(841,0)

¥ )

SxI - > 8

7

n

Prenons 0 :1 —1 telle que 6((0,:---,

telles que, si e = (*+, ey, ")
. |1
ol e,, =
0
8n(e)zsh
Le triple (6, A=(3, -, 9

8t

Sxi il 0
(8,,,9) n
¢ i
SxI . -0

”

1,o++,0) =1 3,:5S—>S et n:0—-0

si x=h ety==~FR
autrement
et 7 (e) = ek .

ns'"")>m) a les propriétés désirées.
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