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Fisica Matematica. — Non unicita dell’energia libera per materiali viscoelastici (*).
Nota di Dario Grarrr e Mauro Fasrizio (**), presentata dal socio D. Grarrr

Asstract. — Non-uniqueness of free energy for viscoelastic materials. By means of a contra-example, we
proof non-uniqueness of free-energy for a viscoelastic material of «rate» tipe.

Key worp. Viscoelasticity, Free-energy, Non-uniqueness.

Riassunto. La non unicitd dell’energia libera per un materiale viscoelastico di tipo «rate» viene provata
mediante la determinazione di un controesempio.

1. INTRODUZIONE.

In una nota precedente[1], pubblicata su questi Rendiconts, abbiamo preso in
considerazione materiali-viscoelastici lineari in cui la funzione di rilassamento G & una
combinazione lineare di # € N esponenziali. Pertanto per questi materiali la usuale
relazione fra il tensore degli sforzi T e il tensore di deformazione infinitesima E del
tipo:

(1) T() = G(O0) E() — | Gls) E“(s)ds
0
presenta come funzione di rilassamento la seguente espressione:
(2) Gl =— 2 Giexp[—os]
k=1

dove i tensori del quarto ordine G, (=1, 2, ..., #) risultano tutti definiti positivi
mentre i coefficienti a; oltre che positivi sono tutti diversi fra loro.

In queste ipotesi abbiamo provato in[1] che lo stato del sistema all’istante ¢ non
necessariamente & descritto dalla storia E’ del tensore di deformazione infinitesima E,
ma pilt semplicemente da un ente di dimensione finita dato dalla (7 + 1)-upla:

3) o= (E(), E,(2), ... E, (2)
dove
(4) E, 0= [expl= ot 9 E() ds.

—

In qﬁeste ipotesi abbiamo provato sempre in[1] che la funzione di stato ((c) cosi
definita:
5) U) =GO E-E= 3 GE, E+33 GinE, E,

k=1 n=1

(*) Lavoro eseguito nell’ambito delle attivita di ricerca del G.N.F.M. del C.N.R.
(**) Dipartimento di Matematica, Piazza Porta S. Donato 5, Bologna.
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risulta una energia libera per il sistema (1), (2), in quanto questa funzione verifica le
seguenti condizioni proposte da Graffi[2] per caratterizzare tale potenziale J: X — R:
dove X rappresenta lo spazio degli -stati:

i)
_ 94(a)(9)
(6) T = 3E()

ii) Se Xg, & I'insieme degli stati il cui valore attuale del tensore di deformazione
infinitesima & dato da E(¢), allora la funzione ¢ & minima in corrispondenza della storia
costante

E'(s) = E(9) per tutti s=0.
iii) per ogni =0 si ha:
@) U =T E).

Nella nota[1] abbiamo dimostrato che (5) verifica iii), ma & facile provare che per
essa & soddisfatta immediatamente la condizione i), mentre la ii) segue dall’osservazione
che (5) pud porsi anche nella forma:

(8) 24(6) = G() E()- E(t) + zl—f(Eu — . E,, ()
e dal fatto che per campi costanti E, = E/ay.

E necessario ora notare che le cond1210n1 1), ii), iii) non determinano in modo
univoco espressione dell’energia libera anche quando si procede ad una sua
normalizzazione. E noto infatti che nel caso di un materiale viscoelastico, come
osservato da Graffi in[2, 3], & possibile costruire due energie libere, che verificano i),
ii), iii) e che risultano funzioni della storia E' del tensore di deformazione [4,5].

In questo lavoro abbiamo studiato tale problema di unicita nel caso segnalato nella
nota[1] in cui la funzione di rilassamento & una somma di esponenziale e quindi lo
stato ¢ determinato semplicemente dalla (# + 1)-upla (E(2)), (E, (#), ..., E, () invece
che dalla storia E’. In tal caso si riduce notevolmente l’msleme delle pOSSlblll energie
libere, poiché ora queste funzioni risultano definite su un insieme di dimensione finita.
Questa condizione tuttavia, se da un lato nel caso #» =1 porta all'unicita dell’energia
libera, dall’altro per »>1 non garantisce tale unicitd. Infatti proveremo che oltre
all’espressione (5) in cui la ¢ risulta la somma delle energie libere ¢, che si ottengono
considerando funzioni di rilassamento costituite da singoli esponenziali G exp [— a5,
¢ possibile determinare una nuova espressione di ¢, che verifica i), ii), iii), indipendente
da (5) in quanto presenta una interferenza fra le funzioni ¢;.

2. Iniziamo coll’osservare che essendo il sistema lineare & naturale ammettere
energia libera come una funzione quadratica dello stato o= (E,E,, ..., E,). Tale
condizione insieme con i) porta all’affermazione che qualsiasi energia libera ¢ deve
potersi rappresentare nella forma:

(8)-E,(2)

"‘b
b/e

O Ya)=3GOEN EO~ 3 G E, 0 E0+5 3 CuE
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dove Cy; & un opportuno tensore del quarto ordine simmetrico. Inoltre da ii) risulta che
nella classe Tg,, cioe nell'insieme delle storie il cui valore attuale & E(#), deve essere
minima la ¢ in corrispondenza della storia costante E'(s) = E(¢), Vs=0. Pertanto
posto:

3y . ,
10 =—G.Et+ > CuE, (¢ k=12, ..,
(10) 3E., (1) +E(2) Ex e Bz, (2) n
quando E’ & costante si ha:
(11) E,=20

a

Abbiamo cosi:

a . L
(12) 0= g,b =—GEt)+ > Cw/oa, E()

9 % | E,,=E(t)/2g h=1
da cui
(13) G,= 2 Col.

=1
Inoltre per la condizione di minimo la matrice:
)
(14) — T =C
3E,dE, %

deve risultare definita positiva.
Studiamo ora le restrizioni che la condizione iii) impone sui coefficienti Cy.
Deriviamo I’equazione (9) dell’energia libera:
(15) (&)= G(0) E(9)- E(t) > GLE, (1) E(t) - E GLE, (&) E(t) +
=1

=1

+ S CuE,() E.0)
b=

b k=1
da cui, poiché Eak(;) =E(#) — a E, (9, si ha:

(16) L) =T() Z GLE(t)- (E(t) — i E,, (1) + }é CuE,,()(E@t) — o E,(2))
k=1

La diseguaglianza (7) comporta:

17 - 2 GE®-En+ 3 (2 Cyu+ Gkak) E,0-E®— 3 CuaE, E,<0

k=1 \h=1 b, k=1

imponendo (13) si ottiene:

LA T 7Y

(18) GO)E®) E) + 3 (Z

k=1\b=1 &

Cb/e) (f) E 2 C;,ka/eE b‘Eak(t) =<0
bok=
dove G(0) = é G, risulta un tensore definito positivo.
Esiste una scelta dei coefficienti C,, tale da verificare (13), (14) e (18) data da:
(19) Cpe= Gioy 3y

La condizione (13) ¢ immediatamente verificata; inoltre dall’ipotesi che i coefficienti
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G, sono definiti positivi segue che per ogni 4, £ il tensore (19) & definito positivo. Infine
(18) assume la forma:

(20) — GO)E®)-E()+2 2 G E, (1) E(t) — 2 G.3E, (t)-E,(H=<0
k=1 k=1
ossia:
21) = ? [Gu(E(D) — 2 E,, ()] (E(5) — 0 E,, (1) < 0.
=1

Pertanto essendo G, positivo la disuguaglianza (18) & verificata. Infine & facile provare
che la relativa espressione dell’energia libera coincide con la formula (5).

3. Osserviamo ora che se #=1, cioé se G & realizzato mediante un solo
esponenziale, la condizione (13) consente di determinare in modo unico il coefficiente
C,;, in tale caso infatti abbiamo necessariamente:

C11= GOC.

Nel caso #> 1 verificheremo invece che la condizione (13) e gli altri vincoli non
sono in grado di individuare univocamente i coefficienti C, e quindi 'energia libera ¢.
A tal fine facciamo la seguente posizione:

%p Kk

(22) Cre= o+

che quando la relazione (2) & costituita da solo due esponenziali a;, o, (o) #a,) ci
fornisce la matrice

ﬁ xy &
2 ay + %
(23) [Cul=
oy 0 _a_z
aq + %] 2

inoltre nel caso unidimensionale G; e G, sono quantita scalari, che in base a (13) si
scrivono:

. 1 x
JG1=_+
2 +
(24) . a;
. ay 1
1 Gz_oc1+a2+2

_pertanto G(O) = Gl +G,=2.
La relativa funzione di rilassamento assume la seguente forma:

<Z1+£Zz 2 a1+a2

(25) G(s)=<—;—+ al )exp[—a15]+(l+ 2 )exp[—az(s)]z

= % (exp[— oy s]+ exp[— oy 5]) + (arexp[— oy s]+oayexp[—a,5]).

oy o

La scelta (23) per i coefficienti Cy, e la posizione (24) per i termini G,, G, comporta
Pautomatica verifica della condizione (13). Mentre da (23) & possibile stabilire
facilmente che la matrice [Cy] risulta definita positiva se a; # a,.
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Consideriamo infine 'espressione esplicita della forma quadratica (18)

o

. 2 2
(26) —GO)E(#)-E@®+2 /eZ . E, (1) E(t)—
=1

hi=1 0 T o

E, (1) E, ()
che possiamo anche riscrivere in forma simmetrica nel seguente modo:

27) - G(0)E(2)-E(s) +2 i o E, (2) E(t) —
k=1

_25

hk=1

2 2
21 moy L
aptop aptoy

)E%(t)-Eak(t) =—GO)EW)-E@®)+

Xp X

+2 > o E, (6) Et)— 3

> E,(t)-E,(1).
k=1 h=1

Tale forma risulta semidefinita negativa poiché lo ¢ la matrice dei coefficienti

- G(O) a1 a2
o %y %
“ T2 T
x1 % 0‘%
I Y

Pertanto essendo verificate le condizioni 1), ii), iii) di Graffi[2] la scelta (22) per i
coefficienti Cy; porta all’esistenza di un’altra energia libera che assume cosi la forma:

28 v=1GOE0 E0-3 (l+ “’e )Eak(t)‘E(tH

=i\2 auta
. 1 & oo

2 k=1 OC;J+O(/€

E, () E,(2).

Possiamo verificare ora che questa energia libera non coincide con quella contenuta
nell’espressione (5) che in questo caso si scrive:

29) ' = % G(0)E(5)-E() — é (l + —“L-) E,-E@t)+

i\2 ot
+l ﬂ+a—% E -E +l ﬂ.{__d%._ E E
2 2 a1+a2 “ - 2 2 aq +a2 2 2

poiche in (28) compaiono termini misti E, - E,, mentre in (29) questo non avviene.
Concludiamo coll’osservare che per campi E costanti le due energie libere coincidono e
che in tal caso

(30) ¢’=¢=%G(w)E-E.

Abbiamo infatti, ricordando (11), che I'espressione (28) dell’energia libera in queste
ipotesi si riduce:

k=1 2 a1+a2 ap

61) ¢=%G(O)E~E—é<l+ % )LE.EJr
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1 2 1
+—.
25%—1 oyt oo

1 2 (1 o 1
1 E— 1 1rE
LcoEE 21(2+a1+a2)akE +

1/1 2
+2(2a1+a1+a2 2a2>E E'

E-E=

Sostituendo ora la condizione (11) in (29) si ottiene:

(1
’ 1 1 23 1
(62) ¢ =2GOE-E- z(_+ )_E.E+
g

ot oy

l aq azl 1 [<7) (Z% ]. —
+2 [(2 +a1+a2>a§+ (2 +a1+a2)a§]E E=

2
=1G(0)E-E—z(l+ Gl ) lpe+l (1 +—2 +l)E-E,
2 =12 % 2 ~

[«41 + 2% 2&1 xq + [2%] 2“2

Infine per entrambe le funzioni si pud provare facilmente che:

—y = (L 1/ 1y 1 )
(33) ) <2G(0) 4(a1+a2> al+a2>E E.
Utilizzando ora la formula

(34) G(®) = G(0) — j Gls) ds

abbiamo

(35) G(OO)=G(0)—%J {exp[— a;s] +exp[—as]+

0

+

241 o o o + o

(alexp [—oys]+a,exp[— azs])} ds = G(0) += ( 1 +.l> __2
Pertanto combmando (33) con (35) si ha:

Lo EE -
4=5G(=)E-E.
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