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Calcolo delle variazioni. — Problemi di regolarità per un nuovo tipo di funzionale 
del calcolo delle variazioni. Nota di ENNIO D E GIORGI (*), GIUSEPPE CONGEDO (**) e 
ITALO TAMANINI (***), presentata (****) dal Socio E. D E GIORGI. 

ABSTRACT. — Regularity problems for a new functional of the calculus of variations. Questions concer­
ning the regularity of minimizers of functionals consisting of the sum of volume and area terms are consi­
dered. The expected results are formulated in a few cases of special interest, connected to problems of 
image segmentation in computer vision and to the theory of liquid crystals. 

KEY WORDS: Regularity; SBV functions; Image segmentation; Liquid crystals. 

RIASSUNTO. — Si considerano questioni riguardanti la regolarità delle soluzioni di problemi di mini­
mo di funzionali che coinvolgono sia termini di volume che di superficie. Si danno indicazioni sui risulta­
ti attesi in alcuni casi di notevole interesse, collegati a problemi di segmentazione di immagini e alla teo­
ria dei cristalli liquidi. 

INTRODUZIONE 

In due lavori (vedi [Am], [DeGA]) sono stati studiati funzionali del tipo: 

(1) F(u,A) = I /(#, u, Vu)dx + I $(x, tr+ (x, u, v), tr~ (x, u, v),v)dHn-i 
A SU()A 

ed in particolare sono state date alcune indicazioni sui problemi di esistenza di minimi 
e su proprietà di semicontinuità del funzionale (1). In questa nota intendiamo dare 
qualche prima indicazione sui problemi di regolarità delle funzioni minimizzanti. Os­
serviamo che i problemi di regolarità sembrano presentare, nel caso generale, notevoli 
difficoltà, e quindi in questa nota verranno considerati alcuni casi molto speciali, ma 
qualitativamente significativi, di funzionali del tipo (1), e formulate alcune congetture 
sulla regolarità dei «minimi locali» di tali funzionali. Nel formulare le congetture di 
regolarità siamo stati alquanto generosi, indicando in sostanza le massime regolarità 
compatibili con i controesempi a noi noti. 

Pensiamo che progressi interessanti nello studio dei funzionali del tipo (1) potran­
no venire sia dalla scoperta di nuovi controesempi, sia da verifiche, sia pure parziali, 
delle congetture esposte. 

DEFINIZIONI E RICHIAMI 

Seguendo [DeGA] considereremo il funzionale (1) sotto le seguenti ipotesi: Û è 
un sottoinsieme aperto di R", H„-i è la misura di Hausdorff (n— 1)-dimensionale, 
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u:Q-^> Rk è una funzione misurabile, 

f'.QX RkXL{Rn
y R^)-*]-oo ?+oo] e $:QXRkX R ^ X ^ - 1 - ^ ] - o o ) + o o ] 

sono funzioni Boreliane per le quali esistono gy Y:Q-> R tali che per ogni scelta di 
xeQy ay be Rk

y peL(Rn
y Rk), v e r 1 , AccQ risulti0 

f(xyuyp)^g(x)y J \g(x)\dx< + °° 
A 

$(xya,byv) ^ Y(x)y j \Y(x)\dHn-i< +°° e Q(x,a,b, v) = ${x,byay - v ) . 
A 

Indicheremo inoltre con MS(A, R ) lo spazio metrico delle funzioni misurabili 
u: A^> Rk dotato della distanza SA (u, v) = mis {x e A: u(x) =£ v(x)}. 

Sempre seguendo [DeGA] ricordiamo le definizioni relative ai simboli usati nella 
formula (1). 

DEFINIZIONE 1. Se x e Q, z e Rk
y diremo che z è il limite approssimato della funzio­

ne u in x e scriveremo z = aplimu(y) se e solo se 

g(z) = lim \ g(u(x + 0 ) # V^ e C° (R* ), 

dove C°(Rk) è lo spazio delle funzioni reali continue (su R*). Poniamo anche 

Su = {xeQ:u non ha limite approssimato in x} 

DEFINIZIONE 2. Se x e Qy z e Rk
y v e Sn ~l

y diremo che z è la la traccia esterna della 
funzione u nel punto x lungo la direzione v, e scriveremo z = tr+(xyuyv)y se e solo 
se 

I g{z) = ]ìm \ g(u{x + Q)fi V^eC°(R^), 
B,n{£<v,ç)>o} 

Definiamo anche la traccia interna tr~ (xy uy v) nel seguente modo: 

tr~ (xyuyv) = tr+ (xyuy—v). 

DEFINIZIONE 3. Diremo che x e S* se e solo se x e Su ed esistono v eSn~l 

(*) Con l e = R* U {o°} indichiamo la compattificazione di Alexandroff dello spazio euclideo R*, con 
B" (o più brevemente, quando non ci siano equivoci, con Bp) indichiamo l'insieme {xeRn: \x\ <p} e po­
niamo ù)n — mis B" (misura di Lebesgue), Sn~x = SB". Indichiamo inoltre con (, ) il prodotto scalare in Rn 

e con L{Rn ,Rk) lo spazio delle applicazioni lineari di Rw in R* munito della norma Hilbertiana 

» \l/2 ' 

Skte)12 ' 

dove {^}i^^„ è una base ortonormale di R*. Scrivendo AccQ intendiamo che A è un aperto con chiusu­
ra compatta in Q. 
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e z+, z~ e Rk con 

z+ = tr+ (x,u, v), z~ = tr~ (x,u,v) e limpl~nHn„x(Su f) Bp(x)) = (*)n-\. 

DEFINIZIONE 4. Sia x e Q e w e L(Rn, R* ); diremo che » è differenziabile in media 
in x, che ẑ  è il differenziale approssimato di » in x, e scriveremo w> = Vu(x), se: 

* , \u{y) — z — w(y — x)\ 
x e 0\SU, z = aplim «(j) e R e aplim ;— ; = 0. 

y—>x y—ìx \y X\ 

Passiamo ore a definire gli spazi BV e SBV, rimandando a [DeGA] per alcune 
notevoli generalizzazioni. 

DEFINIZIONE 5. Diremo che u: Q—> Rk appartiene alla classe -BVjoc(0, Rk) se e so­
lo se per ogni A.ccQi • 

ueLl{A,Rk) e j\Du\<+*> 
A 

dove per definizione (vedi [G], [MM]): 

J \Du\ = inf Jliminf J \Vuh \dx: uh e C1 (A, Rk),ì \uh- u\dx-> 01. 

A [ A A 

PROPOSIZIONE 1 (vedi [DeGA]). Se ueBV\oc(Q, R ), allora esiste quasi ovunque 
in Q il differenziale approssimato Vu ed esiste Hn _ i quasi ovunque su Su un vettore v 
tale che: 

a) tr+ (x, u, v) e Rk, tr~ (x, u9 v) e R^ ; 

è) ]\Du\^j\Vu\dx + J • | / r+(x,«,v)-/r"(x,«,v) |JH„^1Vi4ccû. 

DEFINIZIONE, 6. Diremo che u:Q-> Rk appartiene a SBV\oc(Q, Rk) se e solo 

se: 

*) z/eW l o c(£, R*); 

è) J \Du\ = J |V^|Jx 4- J |^+(x,«,v)-^r"(x,«,v) |ÌH„_1V4cr.£Ì. 
A il su n 4 • 

DEFINIZIONE 7. Diremo che w €SBV\oc(Q, Rk) è minimo locale del funzionale (1) 
se e solo se VA ccD e Vz/ 6SBV\oc(Q, Rk) verificante la condizione supp(& — w)cA 
risulta: 

F(w,A)<+*> e F{w,A)^F(u,A). 

Diamo infine due definizioni, riguardanti funzioni e superfici lipschitziane, che ci 

saranno utili nelle formulazioni delle congetture di regolarità. 

DEFINIZIONE 8. Diremo che la funzione u\Q-> Rk appartiene a Ll(Q, Rk) 
(classe delle funzioni localmente lipschitziane su Q) se e solo se: \/KcQ, K 
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compatto, esiste X(K) reale positivo tale che 

| « (x ' ) -« (x , ' ) | ^A(K) |x ' -x , ' | Vx ' , x"€K. 

DEFINIZIONE 9. Diremo che l'insieme S e Q appartiene a Lls(Q) (classe delle iper-
superfici localmente rappresentabili con grafici lipschitziani) se e solo se Vx e S, esi­
stono A, 9, v verificanti le seguenti ipotesi: 

A aperto, x e A, v e f , 9 e £7(4, R) 

S D A = {Ç e A: 9© = 0}, (v, Vp(£)> ^ 1 per quasi ogni J e A . 

Formuliamo ora alcune congetture relative alla regolarità delle funzioni minimiz­

zanti di alcune larghe categorie di funzionali del tipo (1). 

CONGETTURE DI REGOLARITà 

Sia 

(2) F1(u,A) = j\Vu\2dx + j (e + <p(v))dHn-1 

A su n A 

dove s > 0 e 9: R* —» R verifica p(v) > 0 Vv =£ 0, 9 è convessa e p(Av) = |A|p(v) VA e R, 
Vv 6 R". 

Allora 

I) se, V'h e N , ^ è minimo locale di Fx e ^ —»«;«> inLioC(Û, R*), allora 0̂0 è mi­
nimo locale di Fi. 

Se ora w è un minimo locale di F b allora: 

II) Vxe-Q esiste E(x), sottoinsieme finito di R*, tale che 
lim dist[S(;y),E(x)] = 0, dove w(y) = aplimz^(z). 
y-*x z_+y ^ 

III) VKcD, K compatto, risulta H„_2 [ ( 5 t f \ J J H X] < +00. 

IV) S* è una ipersuperficie di classe C1. 

V) Esiste Ci chiuso cQ tale che H^_2 (Q) = 0 e SW\(S* U Q ) è una varietà 
(n — 2)-dimensionale di classe C1. 

VI) Esiste C2 chiuso e Q tale che H„ _ 2 (C2 ) = 0 e 5 ,̂ \ ( ^ U C2 ) è una varietà 
(n — 2)-dimensionale di classe C1. 

OSSERVAZIONE 1. Dalla III) segue la conclusione più debole Htt-i(Sw\Sw) = 
= 0. 

OSSERVAZIONE 2. Se si considera il funzionale (2) con £ = 0, ovvero si pone 

(3) F2(uyA) = j\Vu\2dx + f ?(v)dHn-1 

A Suf\A 

allora le prime tre congetture rimangono invariate, mentre la IV) è sostituita dalla 
seguente: 

IV*) esiste SeLb(Q) tale che S*cScSw<-

Sembra difficile trovare generalizzazioni plausibili delle congetture V) e VI). 
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OSSERVAZIONE 3. Livelli di generalità intermedia fra i funzionali del tipo (1) e 
quelli del tipo (2) o (3) si ottengono aggiungendo a questi ultimi perturbazioni del 
tipo 

\\u-gYdx: P > 1 , -

interessanti per i problemi di segmentazione delle immagini (si veda ad esempio 
[MoS], [MuS]), oppure del tipo 

jj(\u\-l)dx 

(dove / è la funzione indicatrice di 0, ovvero J(x) = 0 se x = 0, J(x) = +°° altrimenti), 
interessanti per alcuni problemi relativi ai cristalli liquidi (si veda [BCL, 1, 2], [CI, 
2], [E], [Vi]). 

Un altro tipo di perturbazione consiste nell'aggiunta del termine I J(Vu)dx, che 

sostanzialmente obbliga la funzione u ad assumere un numero finito o dna infinità nu­
merabile di valori. Questo di fatto dà luogo a problemi molto simili a quelli studiati 
nella teoria delle superfici minime (si veda [A], [DeGCP], [F], [G], [MM], 
[T], [Tal, 2]). 

Rinviando, per un confronto sistematico, ai lavori [CTI, 2], segnaliamo in parti­
colare che in questo caso nella congettura I) alla metrica L\oc va sostituita quella dello 
spazio M§{A, Rk); la II) può essere riformulata nel seguente modo: 

VxeQ esiste p > 0 tale che w assume un numero finito di valori in Bp(x); 

infine, le congetture III) e VI) possono essere sostituite dalla condizione più drastica: 
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