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Teorie relativistiche. — Formulazione intrinseca del problema di Cauchy

in relativita generale®). Nota di GIORGIO FERRARESE, presentata ") dal Socio
D. GRAFFL

AssTraCT. — Intrinsic formulation of the Cauchy problem in general relativity. — An intrinsic
formulation is given for the Cauchy Problem in general relativity, in the case of a global
non polar continuum, in terms of properly spatial variables: metric, spin and deformation rate
tensor, purely mass density, beat flux and temperature; initial conditions in involution form is
also pointed, with relativistic restrictions for the constitutive equations.

Key worps: General relativity; Cauchy problem.

RiassunTO. - Viene stabilita una formulazione intrinseca del problema di Cauchy in Relati-
vita generale, per uno spazio-tempo riemanniano descritto da un mezzo continuo globale e
non-polare. In termini di variabili proprie: metrica, velocita angolare e di deformazione, densita
di pura materia, flusso termico e temperatura. Vengono altresi precisate le condizioni iniziali
per i dati di Cauchy su una assegnata superficie spaziale o3; condizioni in involuzione nel sen-
so d’E. Cartan, le quali mettono in evidenza, per le equazioni costitutive, le restrizioni tipiche
dovute al mescolamento relativistico ([22], 79).

INTRODUZIONE

Del problema di Cauchy in Relativitd generale esistono, nella vasta letteratura,
numerosi approcci, sia in termini di coordinate generali, sia in termini di coordinate
armoniche; per Universi vuoti di materia, ovvero in presenza di sorgenti energetiche,
con soluzioni locali, ovvero semi-globali, asintoticamente minkowskiane, e globali
((1H14)).

Qui viene considerato un nuovo approccio, e cioé una formalizzazione generale
del problema di tipo intrinseco, nell’ambito di un arbitrario continuo non polare, assu-
mendo, come equazioni del calore quelle proposte in un recente lavoro [22], sulla
base della piti naturale estensione della situazione classica.

Naturalmente lo schema, qui semplicemente proposto nella sua generalitd, ma
non ancora approfondito dal punto di vista analitico (V. il caso lineare o isotropo),
presuppone note le equazioni costitutive proprie del continuo, e cioé la legge esplicita

(*) Ricerca finanziata dal M.P.1.
(**) Nella seduta del 23 aprile 1988.
p
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dello stress meccanico e dell’energia interna; leggi la cui conoscenza permette, nel caso
di un continuo «ordinario», cio¢ senza flusso termico, di «superare» I'intervento del-
le equazioni del calore.

Si tratta in definitiva di una formulazione tridimensionale del problema di evolu-
zione, sia del continuo presente nell’Universo, sia dello spazio-tempo associato, attra-
verso le equazioni gravitazionali; formulazione la quale & invariantiva per trasforma-
zioni di coordinate inter-e al continuo, cioé del tipo:

(1 t' =t (tLyLy:hy) y =y (L yhy) (i=1,2,3),

ed & tradotta in termini geometrico-cinematici, tutti di evidente significato; fanno inve-
ro da variabili, tutte propriamente spaziali: la metrica, la velocita angolare e di defor-
mazione, la densita di pura materia, e la temperatura «vettoriale », cio¢ il flusso termi-
co e la temperatura scalare. Di qui la denominazione intrinseca.

E chiaro che tale formulazione di luogo ad una naturale traduzione fisica del
problema di evoluzione, nell’ambito di un arbitrario riferimento fluido, cioé in ter-
mini relativi; traduzione che, pur essendo un passo «formale», non ¢ meno interes-
sante dal punto di vista fisico, proprio per lintervento dei termini di velocita del con-
tinuo, che qui non figurano, trattandosi di formulazione propria.

1. INGREDIENTI GEOMETRICI ED EQUAZIONI FONDAMENTALI

Consideriamo dapprima gli aspetti puramente geometrici connessi al problema di
evoluzione. Nello spazio-tempo riemanniano V,, orientato nel tempo, consideriamo
pertanto un continuo cinematico che, per semplicitd, supporremo indefinitamente
esteso; esso & rappresentato da una ben determinata congruenza temporale orientata T',
cioé da un campo di vettori unitari y: -y = — 1, globale e regolare.

Per semplicitd assumeremo coordinate adattate a T'0, diciamo y*(a = 0,1,2,3;
y® = ct), indicando con {e,] la base naturale associata, e con g.s = €,-¢€; la relativa
metrica.

In ogni evento E€V,, la congruenza I' induce una struttura quasi prodotto
1 X% 3, definita localmente dalla direzione temporale v, e dal sottospazio
3-dimensionale T ortogonale a y: piattaforma spaziale. Di qui una sistematica decom-
posizione dei campi tensoriali definiti in Vy: la cosiddetta decomposizione naturale se-
condo v (cfr. [17] e [18]), la quale & sostanzialmente caratterizzata dai polinomi di va-
rio ordine in v* (ovvero 7v,). Tale decomposizione da luogo, in particolare, attraverso
i campi fondamentali e,, ad una ben determinata base di Z, diciamo @&](i = 1,2,3):

vl &=e+ vy (v =131 =1,2,3),

(1) Ctr., per il caso di coordinate non adattate [15], §3, 81 e, per basi anolonome arbitrarie
[16], IV.1, 263.
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e rispettivamente alla metrica indotta v, = & &

©)] Yik = 8ik T iV

la quale & strettamente euclidea.

A differenza di (e} € Vy, la base (&) € T non ha, in generale, carattere olonomo (la
distribuzione X non & integrabile); essa & tuttavia di tipo speciale, e cioé quasi natura-
le nel senso di Cattaneo [17] - Ferrarese ([16], 264). Si vuol dire che ogni cambia-
mento di coordinate adattate (1) induce in T una trasformazione della base {&] la
quale conserva la forma ordinaria:

dyi
(4) &— & = —y,e
Adottando in E €V, la base anolonoma (& = v, &}, in luogo di quella naturale {e

intervengono ovviamente le quattro derivate pfaffiane indipendenti 3 (temporale) e
(spaziale) di cui alla (2):

otl,
0;

d x ad d .
’ ai -+ i 0 = 1’2’3 H
3y By T8 (i )

in pari tempo, le derivate fondamentali sono espresse dalle formule seguenti [19]:

() 0=+

In queste figurano tutti gli ingredienti fondamentali, di tipo geometrico, relativi
alla congruenza I':

a) [ tensori caratteristici del 1° ordine, cioé il vettore di curvatura Cj, il tensore di
anolonomia della distribuzione I: {, (antisimmetrico) e quello di deformazione: Ki
(simmetrico), riassunti da Fj:

(7) I:Iik = ﬁik + Kik (l,k = 1, 2, 3);
b) i simboli di Christoffel spaziali (di 1* o 2* specie):

~

(8) By = vulk= =Givy + devs — O5va)  (bk,j = 1,2,3),

N’_L'—s

costruiti con la metrica indotta in T e la derivazione trasversa 9, (i=1,2,3)0.
Si noti esplicitamente che le (6) estendono le equazioni fondamentali di una iper-

(2) In coordinate non adattate tali simboli divengono i «coefficienti di rotazione» di Ric-
ci, e dipendono ovviamente anche dai due ingredienti ' e Qy ([15], 78).
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superficie V3 €V, al caso di una distribuzione anolonoma di 3-piani; nel caso olonomo
(flik = 0) tali piani si raccordano su una famiglia di varietd V; ortogonali a v, e cia-
scuna di queste ammette ; € H, rispettivamente, come primo e secondo tensore fon-
damentale. La congruenza I' & ovviamente normale.

In ogni modo, ove si pensi lo spazio-tempo V, immerso in un opportuno spazio
euclideo (teorema di Whitney), in modo da ritenere «conosciuto» il suo tensore di
curvatura, le equazioni (6) costituiscono, come nel caso olonomo, un ben determina-
to sistema ai differenziali totali per 1 vettori y ed &, Tale sistema, come nel caso min-
kowskiano [20], non & generalmente compatibile; di qui le condizioni di integrabilita
per i coefficienti, direttamente espressi dai campi tensoriali C; e H,, nonché dalla
connessione spaziale .

2. FORMULE DI COMMUTAZIONE E TENSORE DI CURVATURA

Innanzitutto, per le derivate pfaffiane (5) valgono le seguenti formule di commu-
tazione, come dalle (6):

~ o~ =

xk — 0x0; = Zﬁika

Qn
Qn

1

)R X
aak— ak6=Ck3,

da cui il tensore di onolonomia A% della base (&,}; sussistono altresi le identita di Ja-

cobi

e[i ﬁkh] - C[i Qkh] =0
(10) . .
aQik = V[iCk] (l,kyh = 1: 2, 3)9

ove V & Vestensione covariante della derivata trasversa 9;, costruita per mezzo dei sim-
boli di Christoffel spaziali I'}: Derivazione covariante trasversa di Cattaneo [17].

Sia la derivata covariante trasversa, sia la derivazione longitudinale 4, possbno
essere iterate; naturalmente tali derivate non sono commutabili. Pit precisamente,
per ogni campo vettoriale spaziale S, € L, valgono le seguenti formule di commutazio-
ne ([15], 85):

(en ﬁ( - % €7i)sh = 2ﬁikésh - Pijkhsj
an 4 .
(3 V, - V,3)Sh = Ciash - H%(hsk,

con 'intervento del «tensore di curvatura spaziale» Py ®:

(3) Esso non gode di tutte le proprietd algebriche di un tensore di curvatura. Si ha infatti
Peign; = 05 Pixnjy = 28 Ky
Pixn; — Phjix = 2 (@ Ky — Kix Oy; + 0in Ko + Kin g — B Ky — Kien @)
Plikwy; = 0
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(12) Pu’ = 8,1 — 6,04 + Dl — Ty,
e del tensore HY, di cui alla derivata longitudinale dei simboli di Christoffel spaziali di
22 specie:

~

'k,
ih»

(13) Hi =39
tensore che, in conseguenza del legame

(14) i = 2Ky,

non differisce da

(15) Hi,y = (% + C)Ryy + (% + C)K; — (% + C)K.

Vale inoltre '« identita di Bianchi spaziale» ([15], 88)

(16) e[l Pik]hj - ﬁm H%(]h =0.

Cio premesso, in vista di tradurre le equazioni gravitazionali, passiamo al tensore di
curvatura. In termini anolonomi, secondo la base (&} = (& = v,&]), le componenti
del tensore di curvatura R,g,° fanno capo alla formula generale:

(17) [5119 5[‘1] éq - Aaﬁoéoéq = RaBguéa (as ﬁ’ e= 0,11 2’ 3) .

Di qui, tenuto conto delle (6) e (9), (3, = d), si ricava direttamente la seguente ta-

bella:

Ruh = Py + H Fi — H,, Fi - 28, )

Rix' = Bin R = Bl

Rad = — %(Bikj + By — Byjy)

Rl = Cy, Reid' = Cl,

con l'intervento delle tre proiezioni fondamentali Rual Byy e Cy (cfr. anche [21] e

[19)):

(18)

aw |

3. EQUAZIONI GRAVITAZIONALI E «FORMALIZZAZIONE » DEL PROBLEMA DI CAUCHY
PER UNO SCHEMA ENERGETICO ARBITRARIO

Dalla tabella (18) segue direttamente il tensore di Ricci, in forma intrinseca,
Rotﬁ = Ruaﬁa:

7. — RENDICONTI 1988, vol. LXXXII, fasc. 3.
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(20) Ra=Ry — Cin, Ri =By, Ry, = Ci,

nonché lo scalare di curvatura R:
(21) R= Rijij - 2C} .
Di qui, a sua volta, il tensore gravitazionale G5 = R,5 — leaﬁ.
2

Pertanto, nel caso di uno schema energetico arbitrario T, le equazioni gravita-
zionali divengono

Ri = %R'Yik = — xTy
(22)
Byj = — xTi, Rijij = — 2xTo;
al tempo stesso le equazioni di evoluzione V,T* = 0, conformemente alla (6), si spezzano

nei due gruppi di condizioni, spaziale:

~

(23) AT+ AHITY — H, TH — T+ (% + C) Tk + C. T§ = 0,

e rispettivamente temporale

(24) dTy+ UTi+ HITy+ HXTL - CT?=0.

A questo punto, appare del tutto naturale assumere, come equazioni di campo,
la (22),, ovvero I’equivalente

1 .
(25) Ryg= — x(Ti - 3T'Yik) (T = +*Tyx — Tw),

nonché le (23){24), la precedente (10), e la (14).

D’altra parte, /z (25), in conformita della (20), é una equazione esplicita per la de-
rivata 8/ H;,, e contiene la (10), come parte antisimmetrica. Pertanto ne consegue il se-
guente problema di Cauchy del 1° ordine, nelle incognite v, H;, T e TY:

[ é’Yik = ZH(ik)

dH. = (% +C)Cc + Hy i+ P+ x (Tik - 'I_T'Yik)
(26) 2
dTg= — FLTy— (% + C)Th + H, Tk
kéTz = —HITY+ 2Hy T + G, T3 - (¥ + C) T},
con le condizioni iniziali

[~ o~ ~ o~ ~
VIH}— VjH{—ZQijC"—XT?=O

(27) ‘Y‘ikpik—sz(): 0
e[i ﬁkh] -Gy ﬁkhl =0 (ﬁij = I:I[ijl) >
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ove si & posto per brevita @

(28) Pik = Pijkj + I:I{ I:Ijk - I:Iikﬂg - ZI:IM] I:ij = Pki'
Naturalmente si presuppongono equazioni costitutive della forma

C=G (y"lvthI:IhleSITﬁl)
(29) .
T = Ti (ykl'ththkITnggl) .

Si rilevi altresi che le condizioni (27) sono di tipo involutivo, nel senso che, subordina-
tamente alle (26), esse sono sempre soddisfatte, non appena lo siano inizialmente, su
una assegnata superficie spaziale o.

4, PROBLEMA DI CAUCHY PER UN CONTINUO NON POLARE

Passeremo ora ad un esempio concreto e sufficientemente generale, considerando
il caso di un continuo non polare. Si vuol dire un continuo materiale caratterizzato
da un tensore energetico del tipo

(30) M8 = po VoVE 4 Teb |
ove il tensore delle 4-tensioni T*# ¢ della forma:

(31) Tod = Xof + Q¥ + —12 eVaVE,
C

ovvero contiene tre parti significative, dal punto di vista fisico, e pil precisamente:
a) il tensore proprio degli sforzi meccanici X°f, spaziale e simmetrico:

(32) X8 = Xba | XV, = 0;
b) lo stréss termico proprio Q%4
1
) Qe = L@V + V),
simmetrico e dipendente dal flusso termico proprio Q®, anch’esso spaziale:

(34) Q*V, =0;

c) I'energia interna propria (di conduzione termica) e.
Di qui il contenuto fisico del tensore energetico materiale M*:

(4) 1l tensore By, differisce da Ry = Rijddi cui a [15), 84, per un termine simmetrico:

iik' = Pik + K} Kik + 3(){ ﬁkj - K{ Kkj.
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(35) Me8 = oo VeV8 + Sa,

essendo oo la densita propria di massa propria totale (materiale e termica):
1
(36) Qo = po + €,
c
ed S lo stress totale proprio (materiale e termico):
(37) §90 = X + —(Q VP + QO V);
c

in termini anolonomi, adattati alla struttura quasi prodotto indotta dal continuo nel-
lo spazio-tempo, si avrd pertanto (V¢ = cy%):

(38) Mo = 00c?, Mo = _I_Qi’ Mik = Xik
c

Appare evidente, a questo punto, che ’assunzione costitutiva di cui alla (29) non
¢ in linea con le direttive della situazione classica: la presenza del flusso termico non
puo essere disgiunta dalle equazioni del calore. Pertanto se, a titolo di esempio, assu-
miamo il modello proposto in [22], occorre aggiungere, al quadro (26), sia [’equazione
di Fourier, modificata nel senso di Cattaneo [23]:

(39) d Q= — »(Qu+kdT),
ove 1/v va inteso proporzionale all’energia interna e:

he?

(40) v=—F

5
sia ['equazione del calore che, nel caso puramente gravitazionale (R = 0), diviene:

_ aW(i)
1 T= -T +Q,
(41) d Tt Q

essendo WO la potenza propria delle forze intime®), e Q la potenza di conduzione ter-
mica:

(42) W(i) = Cﬁikiik ’ Q = - (&, + C,) Qi .
Ne consegue che la (26),, avuto riguardo alla (39), assume la forma

. 1 &, 1] ~s. h x 1~ ~ .
(43) (QO&("'?XIk)Ci: "?[V:Xic_:(QK*'kakT)'*':(H%QK"'ZHIik]QI)]a

(5) Si noti che Hy si riferisce a y e non a V = cy.
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e da luogo cosi alla legge di dipendenza del vettore di curvatura C;, ovvero dell’accelera-
zione propria A; = c2C;:

(437) ‘ Ci = C(eoXIHIQI3,T,..).

Al tehpo stesso il problema di Cauchy diviene:

(

Qi

Yik = ZI:I(ik)

éﬁik = (en + C)Ci + I:HI:H( + f)ik + x[iik - %(le'ﬁm - 0% vi]

(44)

Qi
F

= Pl - —[e - Fle + F X% + (% + )@
C C

-~ h ~
§Qi= - —(Qc+ k4T,

\ dT= - Ti(ﬁikiik) - l({;} +C)Q,
aT C

con le condizioni iniziali di cui alla (27):

$F - G- 20,0+ —x Q=0
c
45) { Bi+2x0oc2=0
i‘7[i ﬁkh] - C[i Qm] =0.

Naturalmente il problema differenziale ¢ subordinato alla conoscenza delle eguazio-
ni costitutive:

€= E(Yi|‘Yik|I:Iik|ﬂo|Qi|T,--)
iik = Xik(yil'YikII:Iikll‘vOlQilTa--),

ove i puntini indicano I’eventuale dipendenza dalle derivate covarianti spaziali degli
argomenti foridamentali.

Si noti esplicitamente I'intreccio, tipicamente relativistico, delle limitazioni iniziali
(45) con le equazioni costitutive, le quali intervengono, sia esplicitamente attraverso
00, sia implicitamente, attraverso la legge (43) del vettore di curvatura.

Nel caso di un continuo ordinario; cioé senza flusso termico, si ricade ovvia-
mente in uno schema puramente meccanico, nelle variabili vy, Hi e po, nel senso che
le equazioni del calore non intervengono direttamente, in quanto superate dalle equa-
zioni costitutive (46).
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