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Fisica matematica. — Dissipativita e unicita per il problema dinamico uni-
dimensionale della viscoelasticita lineare. Nota di GIORGIO VERGARA CAFFAREL-
L1, presentata ) dal Socio G. FICHERA.

ABSTRACT. - Uniqueness and dissipativity for the one-dimensional dynamic problem of the li-
near viscoelasticity. We consider the one-dimensional dynamic problem for a linear viscoelastic
material in the Sobolev space H'2. We prove the uniqueness of the solution for the class of
convex relaxation functions. Moreover we prove that this uniqueness is strictly related to the
prefixed Sobolev space.

Key worps: Viscoelasticity; Uniqueness; Dissipativity.

Ruassunto. ~ Fissato lo spazio di Sobolev H!? come ambiente del problema dinamico
per un corpo viscoelastico unidimensionale si dimostra un teorema di unicita per la classe del-
le funzioni di rilassamento convesse. Si fa inoltre vedere come tale uniciti sia strettamente le-
gata allo spazio ambiente considerato.

1. - Come il prof. Fichera ha messo in evidenza in [1] e [2] il problema quasi-
statico della viscoleasticitd lineare isoterma cosi come quello dinamico (cfr. [3], [4],
[5]) presenta fenomeni di non unicitd e di non esistenza, qualora non si supponga
nota la storia della deformazione del corpo da — o ad un certo istante t,. Cid ¢ do-
vuto, come precisato anche in [6], alla profonda differenza di comportamento tra un
operatore integrale di Volterra avente come primo estremo di integrazione un nume-
ro reale to ed un analogo operatore il cui primo estremo di integrazione & — oo.

Una delle questioni proposte dal prof. Fichera & di caratterizzare, fissato uno
spazio funziorale in cui sia ambientato il problema integro-differenziale del moto,
una classe di funzioni di rilassamento per le quali i suddetti problemi risultino ben
posti.

In questa nota, relativa al caso unidimensionale, si assume come spazio delle so-
luzioni un sottospazio dello spazio di Sobolev H!? delle funzioni di quadrato som-
mabile insieme alle loro derivate parziali prime.

Si assume altresi, come classe di funzioni di rilassamento la classe delle funzioni
G (s) che siano positive, convesse in [0, + o) e tali che

+ o

S |G(s)|ds< +o0,

0

(*) Nella seduta del 12 marzo 1988.
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In tali ipotesi dimostreremo un teorema di unicita e forniremo poi un esempio
di funzione di rilassamento nella classe considerata per la quale il problema dinamico
omogeneo, con la condizione di spostamento nullo agli estremi, ammette autosolu-
zioni periodiche.

Tale fenomeno si accorda perfettamente con interpretazione fornita dal prof.
Capriz sull’esistenza di autosoluzioni del problema dinamico per materiali linear-
mente elastici dotati di memoria (cfr. [7] ed anche [8]).

2. - Per un corpo unidimensionale omogeneo linearmente viscoelastico non soggetto
a forze esterne I’equazione di moto si scrive, con notazioni ovvie,

1) — ouy(x,t) + G(0)uu(x,t) + S G(s) up (x,t —5)ds = 0.

0

Supporremo che la variabile spaziale x vari nell’intervallo [0, £] e che agli estremi
valgano le condizioni omogenee

2 u(0,t) = u(L,t) = 0.

Supporremo inoltre che la variabile temporale t percorra la semiretta ( — 0,0] il
cui estremo superiore ¢ scelto con criterio puramente convenzionale, in modo che le
soluzioni di (1) saranno cercate nella semistriscia

S = (0,6) X (- ,0).

Indicando con W il sottospazio dello spazio di Sobolev H!2(S) costituito dalle
funzioni v (x,t) aventi traccia nulla sulle semirette x = 0, x = ¢, con t < 0, diremo
che una funzione u € W ¢ la soluzione del problema (1), (2), se

+00

(3) H [ou: (x,t) @ (x,t) =G (0) uy (x,t) by (x,t) — S G (s) ux(x,t —s) ds - ¢y (%,t)]dxdt =0

s 0
per ogni ¢ € C>((—o,0); H}(0,£)).

Dimostreremo che

TEOREMA. - Sia G(s) € C°[0, + o) positiva, convessa, e tale che

o

S |G(s)lds < + oo.
0

Allora Punica soluzione in W della (3) é la funzione identicamente nulla.
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Alla dimostrazione del teorema premettiamo due lemmi. Il primo riguarda i
coefficienti oy (t) dello sviluppo in serie trigonometrica di soli seni della u(x,t) (cfr.

(5]

LEMMA 1. - Sia u(x,t) € W soluzione di (3) e poniamo

u(x,t) = g an(t)sen%[x

essendo

¢
a,(t) = %Su(x,t)sennTrxdx, neN.
0
Allora
i) a,(t) appartiene allo spazio H*? (— ,0),

i) verifica ’equazione
+

4) 0&,(t) + MG O)an(t) + A\, S G(s)an(t —s)ds = 0,
ove si & posto N, = (nm/£), ’
ili) risulta

lim é,(t) = lim a,(t) =0

e quindi si ha a,(t), &, (t) € L*(— ,0).

DmM. Assumendo in (3) ¢ (x,t) = ¢(t) sen % x con Y(t) € C2(— ,0), si vede su-

bito che «,(t) verifica, nel senso delle distribuzioni, ’equazione (3). Poiché

a, (t) € H'2( — o5,0) ovviamente o, (t) € C°(— 00,0)NL2(— o0,0), dalle proprietd della

convoluzione segue allora &, (t) € L?(— o, 0) da cui é,(t) € C°(—o,0)NL?(— ,0).
Moltiplicando la (4) per c, (t) ed integrando in un intervallo (t;,t;) si ha

1 . 1 . 1
7 e (E) — 7 0@ () + 3 MGl -

®) 1 JTS
— MG Q) = - )\ngdn(t)(s G(s) ap(t — s)ds)dt.

t 0

1

Poiché esiste il limite per t;— — o del secondo membro di (5) deve esistere anche il
limite di @c2(t;) + G(O)Na2(t)) per t;— —oo. Tale limite & necessariamente zero

6. — RENDICONTT 1988, vol. LXXXTI, fasc. 3.
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per l'ipotesi di sommabilitd o (t) € H'2(—o0,0), ed inoltre ovviamente a,(t) e c,(t)
appartengono ad L*(— o0, 0).

Dimostriamo ora che:
LemMa 2. - Sia f(s) € C' [0, + o) una funzione non negativa tale che
£(s), £(s) eL=(0, + )

f(0) =) =o.
Allora

S Fs)G(s)ds <0

0

DmM. - Per utilizzare i risultati della teoria delle distribuzioni relative alla dualita
fra misure e funzioni continue in R a supporto compatto, supponiamo preliminar-
mente G(0*) > — o e prolunghiamo la funzione convessa G(s) a tutto R ponendo
G'(s) = G(0) + sG(0*) per s <0 e la funzione fe C'[0, + 9 a tutto R ponendo
f'(s) = 0 per s < 0. Detta {xn(s)}, m €N, una successione di funzioni C!(R) tali che
0=Xn(s)=1, xm(s) =1 per s<m, xup(s) =0 pers>m+ 1e |xn(s)|=2 per meN,
s €[R ¢ ovvio che risulta

fn (s) = xm () (s) € Ce(R)

e quindi
S G(s)—:—s(fm(s))ds = — S f.(s)dG =<0

avendo indicato con dG la misura poéitiva ottenuta come derivata seconda, nel senso
delle distribuzioni, della funzione convessa G'(s).

D’altra parte si ha

ml-i’i‘o.[g xm(S)f(S)G(S)dHX )’cm(S)f(S)G(S)dS]=S F(s) G(s)ds

in quanto al primo addendo si pud applicare il teorema di Lebesgue mentre per il se-
condo risulta:

+ @

tim [ [ x-0t060a

[¢}

=< mljrila 2 “f”L-(o, +an)(G(m) - G(m + 1)) =0.
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Concludiamo ora la dimostrazione considerando il caso generale. Poniamo per ogni
m €N Gy, (s) = max(G(s), —m). E facile controllare che Gy (s) & una funzione limita-
ta, non positiva, non decrescente in (0, + ) ed inoltre |G, (s)| < |G (s)|. Per quanto
visto prima si ha

S Gu(s)f(s)ds <0 per ogni m €N

4

e quindi passando al limite per m— + oo la tesi.

Dimostrazione del teorema. - Posto G(+ o) = lim G(s) =0, essendo ov-
s— +
viamente G(s)=0 per quasi ogni s€ (0, + o), consideriamo la funzione non negati-
va

V() = %eo‘z%(t) + %MG( + )i (t) — %MS G(s)[aa(t) — oa(t — 5)12ds20.

0
Tenendo presente la (4) ed i lemmi 1 e 2 si ha

L~ 0,0 + WG+ ®)oul)éad) -

_ X“S GO0 — ault — NMalt) — (s — 9]ds =

0
+ o + o

= ézn(t)[e&n(t) + MG () 0 (t) — Nata (t) S G(s9)ds + an G(s) ot — s)ds| +

0

-]

; lx,,s GO -Lian(®) - et - ]2ds=0
2 ds
0

Poiché lim V(t)=0 e V(t) & non negativa e non crescente & facile control-
t— —

lare che, anche se G( + ) = 0, essendo o, € H"?(— o, 0), risulta o, (t) = O per ogni
t<0,neN.

Osserviamo che 'utilizzazione della funzione V (t) nella dimostrazione di questo
teorema ¢ in un certo senso « complementare », a quanto fatto in [9), ove si considera
la stabilita asintotica del problema viscoelastico per il quale siano assegnati dati stori-
ci. :

Diamo ora un esempio di funzione di rilassamento convessa per la quale il corri-
spondente problema dinamico ammette autosoluzioni periodiche.
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Assumiamo per semplicita g =€ =1¢

1—%5 per 0=s=1
G(s) =

l er s> 1
2 P

L’equazione (1) diviene in tal caso

(1)

— Uy (X,1) + ug(x,t) — —;—S Uy (x,7)d7 =0

t—1

con le condizioni

27)

u(0,t) =u(l,t) =0

E subito visto che la funzione

u(x,t) = sen2wx sen2wt

soddisfa (1") e (2).

(1]
(2]
(3]
(4]
(5]

(6]
7]
(8]
(]
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