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Fisica matematica. — Su un particolare vincolo interno superficiale per 
solidi termoelastici (*). Nota di GIOVAMBATTISTA AMENDOLA (**) e ADELE MA­

NES (***), presentata (****) dal Corrisp. T. MANACORDA. 

ABSTRACT. - On a surface internal constraint for thermoelastic solids. In this work we deri­
ve the fundamental results which characterize the thermoelastic behaviour in solids, which are 
defined by very general constitutive equations and are subject to a surface internal constraint. 
With such a constraint we suppose that the area of any element of the surfaces of a given fa­
mily does not vary in any motion of the body; moreover we consider the case when this con­
straint is thermomechanical: in such a case the area can change but its variation is a known 
function of the temperature. 

KEY WORDS: Thermoelasticity; Internal constraint; Surface constraint. 

RIASSUNTO. - In questo lavoro si ricavano alcuni risultati fondamentali che caratterizzano 
il comportamento termoelastico di solidi definiti da equazioni costitutive alquanto generali in 
presenza di un vincolo interno superficiale. Con tale vincolo si suppone che durante ogni pro­
cesso esiste una famiglia di superfici la cui dilatazione superficiale è unitaria nel caso di vinco­
lo puramente meccanico, ed è invece una funzione nota della temperatura nell'ipotesi più ge­
nerale di vincolo termomeccanico. 

INTRODUZIONE 

Vincoli interni di varia natura sono stati presi in considerazione da vari autori. 

Tali vincoli, come è noto, costituiscono delle restrizioni per i possibili processi di un 

solido elastico o termoelastico, quali ad es. la rigidità, Pincomprimibilità, Pinestendi-

bilità in una o più direzioni. 

Oltre ai vincoli di natura puramente meccanica, sono stati studiati anche vincoli 

di tipo termomeccanico e per tali argomenti rimandiamo, ad es., a [7], dove T. Ma­

nacorda prende in esame alcuni vincoli interni e dà, in particolare, una generalizza­

zione del vincolo di inestendibilità esaminando cioè il caso in cui Pinestendibilità in 

una direzione è una funzione nota della temperatura. Una teoria generale per vincoli 

(*) Lavoro eseguito nell'ambito dei Gruppi di ricerca del C.N.R. con finanziamenti del 
M.P.I. 

(**) Istituto di Matematiche Applicate "U. Dini", Facoltà di Ingegneria, via Diotisalvi, 2, 
Pisa. 

(***) Dipartimento di Matematica, via Buonarroti, 2, Pisa. 
(****) Nella seduta del 13 febbraio 1988. 
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di tipo termomeccanico è svolta nel lavoro di M.E. Gurtin e P. Podio Guidugli [5]. 
Si veda anche [6], [8], [11], [12]. 

In questa nota si introduce un nuovo vincolo di tipo meccanico e si esamina an­
che una sua generalizzazione che porta ad un vincolo di tipo termomeccanico. Si 
tratta di un vincolo superficiale, in base al quale si ammette che durante ogni proces­
so di un solido termoelastico esiste una famiglia di superfici la cui dilazione superfi­
ciale è unitaria nel caso di vincolo puramente meccanico, è invece una funzione nota 
della temperatura nel caso più generale di vincolo termomeccanico. 

In questa sede ci si limita a considerare questi due vincoli ricavando in entrambi 
i casi le relazioni fondamentali che caratterizzano il comportamento termoelastico di 
tali solidi; si rimanda a lavori successivi per applicazioni di tali risultati. 

PRELIMINARI 

Sia Co una configurazione di riferimento per un solido termoelastico C che al 
tempo t occupa la configurazione C; riferiamo entrambe le configurazioni ad un co­
mune sistema di coordinate cartesiane ortogonali. Rispetto a tale sistema siano X e x 
le posizioni assunte dalla stessa particella di C nelle due configurazioni rispettivamen­
te. 

Risulta pertanto definito il gradiente di deformazione 

(2.1), F = gradxx con J = d e t F > 0 

e quindi il tensore di deformazione di Cauchy-Green 

(2.2) C = F T F , 

legato al tensore di deformazione E dalla relazione 

(2.3) C = 1 + 2E. 

Sia E una superficie regolare in Co, indichiamo con VE la normale in ogni suo 
punto; a E corrisponde in C una regione a dotata in ogni suo punto di normale uni­
ca Va con verso tale che v„ formi un angolo acuto con il vettore corrispondente in C 
a vx; in tale situazione sussiste la seguente relazione [3] 

(2.4) pado = J(FT)-1VxdL. 

La dilatazione superficiale nel punto X di L è uno scalare definito da 

(2.5) òz = d(j/dL; 
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d'altra parte la (2.4) implica 

(2.6) ( d ^ ^ p ^ - F - H F ^ - ^ ^ d E ) 2 , 

per cui la (2.5) assume la seguente forma [v.(2.2),(2.1)2] 

(2.7) fc=J(Ffi-C-1rfi)i. 

Ricordiamo che tra il tensore degli sforzi di Cauchy T, il primo ed il secondo 
tensore degli sforzi di Piola-Kirchhoff TK e T0 sussistono le seguenti relazioni [2] 

(2.8) TK = FTO = J T ( F T ) - 1 . 

Riportiamo inoltre la formulazione locale del primo e del secondo principio del­
la termodinamica [3] 

(2.9) gè = w + divxq + gs e Q(\J/ + rj6) - w - q-g/0 < 0 

e quella referenziale, riferita cioè a Co, 

(2.10) Qoè = wo + divxQ + Qos e ç<>(̂  + v0) - w0 - Q• G/0 < 0, 

dove Q (QO) è la densità materiale in C (Co), s sono le sorgenti termiche, 6 è la tem­
peratura in C, q il flusso di calore, e l'energia interna, rj l'entropia, \p = e - rjd 
l'energia libera, 

(2.11) G = gradx0 = FTgradx0 = F T g, 

inoltre w e w0 sono la potenza degli sforzi in C e Co rispettivamente 

(2.12) w = T(F" 1 )T -F e w0 = T0-È = - T 0 - Ò , 

inoltre il flusso di calore referenziale Q è dato da 

(2.13) Q = J F " 1 q . 

L'equazione di moto di C riferita a C e a Co si scrive rispettivamente 

(2.14) divxT H- çb = QX e divxTK + Qob = Q0X> 

dove b sono le forze di massa. 
Si ha inoltre 

(2.15) eJ = Go. 
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EQUAZIONI COSTITUTIVE E CARATTERIZZAZIONE DEL VINCOLO INTERNO 

Per stabilire in modo completo il comportamento termoelastico del solido C, 
dobbiamo fissare per esso le equazioni costitutive. A tale scopo supponiamo che i va­
lori dell'energia libera, dell'entropia, del tensore degli sforzi e del flusso di calore sia­
no noti in ogni punto del corpo quando lo siano il gradiente di deformazione, il gra­
diente di temperatura, la temperatura e cioè che valgano per tali grandezze le seguen­
ti relazioni 

/31x tf=#(F,g,Mo,X), 77 = 7KF,g,0;0o,X), 
* ' T=T(F,g,0;0o,X), q = q(F,g,0;0o,X), 

dove si è ammessa anche la dipendenza esplicita dal posto e dalla temperatura 0O della 
prefissata configurazione di riferimento Co. 

Supponiamo inoltre che esista un vincolo interno superficiale per il solido ter­
moelastico (B, vincolo che può essere di tipo meccanico o termomeccanico nel senso 
che ora preciseremo. 

Ammettiamo dapprima che esista una famiglia ^ di superfici regolari £, densa 
in Co, tali che l'area di ogni elemento superficiale di E conservi inalterato il suo va­
lore nella trasformazione Co -* C. Tenendo presente l'espressione della dilatazione su­
perficiale (2.7), detta condizione di inestendibilità superficiale viene espressa dalla se­
guente relazione 

(3.2) J W C - ^ l , 

valida per ogni punto di L € JF. 
Tale vincolo interno di tipo meccanico può essere facilmente generalizzato am­

mettendo che la dilatazione superficiale & sia una funzione nota della temperatura, 
pervenendo così al seguente vincolo interno di tipo termomeccanico 

(3.3) òì = f (0;. do, X) con f (do; 0o, X) = 1, 

che, in base alle (2.7), si scrive nella forma seguente 

(3.4) J 2 ^ • C " V s = f (0; 0o, X), f (0O; 0o, X) = 1, 

dove a priori non è esclusa la dipendenza esplicita dal posto e da 0o. 
Esamineremo nel seguito questi due vincoli separatamente. 
Osserviamo però fin da ora che, data la particolare forma del vincolo (3.2) o 

(3.4), anche per i solidi termoelastici in esame la dipendenza da g nelle equazioni co­
stitutive (3.1)i,2,3 viene eliminata imponendo che le (3.1) verifichino il secondo prin­
cipio della termodinamica, cioè la (2.9)2, per ogni trasfromazione termoelastica, che 
ovviamente sia compatibile con le (2.9)i e (2.14)i, e tenendo conto del vincolo (3.2) o 
(3.4) come sarà fatto in seguito. 



G. AMENDOLA e A. MANES, SU un particolare vincolo interno, ecc. 303 

D'altra parte, tenendo conto del principio di obiettività, è possibile dare alle 
(3.1) una forma diversa (v.[9]); assumiamo pertanto per l'energia libera ed il flusso di 
calore le seguenti relazioni costitutive 

(3.5) V = 1Ê (E, 0; 0o, X), q = J" T$(E , G, 0; 0O, X) 

mentre le equazioni costitutive di T ed rj saranno ricavate in seguito in funzione di 
(3.5) e del vincolo (3.2) o (3.4) separatamente. 

Osserviamo infine che in entrambi i casi con l'equazione di moto, ad es. nella 
forma (2.14)2, va considerata l'equazione del calore che, in base alle (2.10) e alle con­
siderazioni relative [8], si può porre nella forma referenziale 

(3.6) Qodrj = divxQ + Q0S. 

VINCOLO DI TIPO MECCANICO 

Cominciamo ad esaminare il vincolo espresso dalla (3.2), che in base alle (2.1) e 
(2.2) si può scrivere nella forma 

(4.1) I I I c ^ - C - 1 ^ = l . 

Tale relazione, lungo ogni processo del solido termoelastico, vale identicamente 
rispetto al tempo, per cui si ha anche 

(4.2) I I I C I ' E - C - ^ + J V S - C - V ^ O . 

In quest^ è 

fAX\ ïïT i/anic anicU T ^ 

(4-3) IIIc = - [jpr- + T77- CHK = jx • e , 

dove il tensore 

(4.4) x = 

1 faille anic 
2J \3CHK 3CKH 

= x T , 

avendo per componenti i complementi algebrici degli elementi della matrice di C di­
visi per J per cui si ha 

(4.5) CXT = J1, 

assume la seguente espressione 

file:///3Chk
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(4.6) X = J C - 1 ; 

in definitiva si ricava che 

(4.7) m c = j 2 c - 1 - ò . 

Il calcolo della derivata rispetto al tempo di C" 1 si ricava facilmente derivando 
rispetto al tempo l'identità 

(4.8) C C - ^ 1 

cioè 

(4.9) C C ^ = - O C " 1 

da cui si ha 

(4.10) C ^ = - C ^ Ò C 1 . 

La (4.2), dopo aver sostituito in essa le espressioni (4.7) e (4.10), tenendo presen­
te la (4.1), si scrive nella forma seguente 

(4.11) O C " 1 - p C 1 ^ C C 1 ^ = 0. 

D'altra parte ricordando che per ogni tensore S e per ogni coppia di vettori a e 
b si ha [4] 

(4.12) a-Sb = S-(a<g)b), 

la (4.11) assume la seguente forma 

(4.13) Ò-fC"1 - P C - ^ S ^ C - V E ) = 0. 

Accanto a questa relazione, per il solido termoelastico 6 vale anche la (2.10)2 
con ^ e q date dalle (3.5). La contemporanea validità di queste due relazioni porta al­
la seguente disequazione [v.(2.12)2] 

(4A4)[QodE^r0-p(C-1-]2C-1v^C-1vj:)Vt/2 + Qo(de$ + y)è - Q - G / 0 < 0, 

ottenuta sommando alla (2.10)2 la (4.13) dopo averla moltiplicata per p/2, parametro 
lagrangiano; tale disequazione deve valere per ogni Ò e per ogni 0 e quindi si ha 

(4.15) T o = G o a E ^ - p ( C - 1 - J 2 C - 1 ^ ( 8 ) C - 1 ^ ) , rç = - 3 , # 

e 

(4.16) Q G > 0 . 
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Nota l'espressione del tensore lagrangiano degli sforzi To, in base alla (2.8)i si 
può ricavare quella di TK. Tenendo presente che [v. (2.2)]. 

(4.17) C'1 = ¥'l(F1)-1 

e che 

(4.18) F f C - ^ o C - ' i ^ a = ( C - ^ r ^ F C " 1 ^ = [ ( F 1 ) - 1 ^ ® ^ 1 ^ Vvettore a, 

si ottiene 

(4.19) TK= QoFd^-pliF)-1-]^-^®^1**]. 

Infine, sempre dalle (2.8), si ricava l'espressione del tensore degli sforzi di Cau-
chy T, per il quale, essendo [v.(4.17)] 

(4.20) [F (C- 1 ^®C- 1 ^ )F T ] a = ( C - 1 ^ - F T a ) F C - 1 ^ = [ (F T ) - 1 ^-a ] (F T ) - 1 ^ = 

= [(FT) "* Pz ®(FT) "1 vx] a V vettore a, 

si ha [v.(2.15)] 

(4.21) T = J ^ F T o F 1 = QFaE^FT - p j - ^ l - J2(FT)"1^(g)(FT)-1^]. 

VINCOLO DI TIPO TERMOMECCANICO 

Passiamo ora ad esaminare il vincolo termomeccanico (3.4) e cioè 

(5.1) I I I c ^ - C - 1 ^ = f(»;e0,X), 

che, come la (4.1), vale identicamente rispetto al tempo lungo ogni processo di 6 per 
cui si ricava che 

(5.2) m ^ y E - C - 1 F E + J 2 ^ - C r ì F E = f^, 

dove 

(5.3) f# = 3,f(Mo,X). 

Sostituendo in questa le espressioni già calcolate nella precedente sezione e cioè 
(4.7) e (4.10) e tenendo conto anche del vincolo (5.1), si ha 

(5.4) Ò-[f(e ;^o,X)C-1 - p C ^ r t S C - 1 * : ] - f*0= 0. 
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Pertanto l'analoga della (4.14) assume la forma 

(5.5) [QodE$ - To - pfftMo.XJC-1 - P C - ' ^ C - 1 ^ ] } ^ + 

+ [Qo(de$ +y) + —U]6 - Q-G/0 < 0, 
2 

dalla quale con il solito ragionamento segue che 

(5.6) To = e o ^ - p[i(6;9o,X)C-1 - p C " 1 ^ ® ^ 1 ^ ] , „ = - d,$ --^-U 

e ancora 

(5.7) Q G > 0 . 

Osserviamo che, in virtù del vincolo (5.1), dalla (5.6)i si ha anche 

(5.8) To = eodJ - p[f(Mo,x)i - rc-^QKlc-1 = 

= QodE$ - PPIVZ-C-'VLI - C-'vztSìPxìC-1 

essendo 

(5.9) ( C - ' i r a C - ' n O a = ( C - V r - a J C - 1 ^ = fa-Q-^C-1** = 

= (C" ' VE®VZ)C" 'a Vvettore a. 

Sempre dalla (5.6)i, tenendo presenti le (2.8), (4.17) e (4.18), segue che 

TK = eoFaEiÂ - P[f(e;e„,x)(FT)-1 - H F ^ - V ^ C - 1 ^ ] = 

(5.10) = eoF3E^ - p(FT)-I[f(^;e0,X)l - J ^ ^ C " 1 ^ ] = 

= QoFdJ - pyÇF^-'lvr-C-'vA- vr^C-'vE] 

essendo 

[ ( F ^ - ' ^ ^ C - 1 ^ ] » = (C- 1 ^-a)(F T ) - 1 r E = (F^-'CC-'jT-a)^] = 
(5.11) 

= (FT)-1(i»E®C-1»'i:)a. Vvettorea; 

inoltre, tenendo conto delle (4.21)i, (2.15), (4.17), (4.20) e (5.1), si ricava 

T = QFôJF* - pJ-»[f(Mo,X)l - PCPO-'fcOOF1)-1^] = 
(5.12) 

= eF3E^FT - p J t r r - C - 1 ^ ! - (FT)-VE®(FT)-1^]. 
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Osserviamo infine che le equazioni della termoelasticità possono ormai essere 

scritte facilmente sia nel caso del v inco lo meccanico (Sez. 4) che nel caso di quello 

termomeccanico (Sez. 5); basta infatti ricorrere a tale scopo alla (2.14)2 e (3.6), ma 

n o n riportiamo qui tali equazioni e r imandiamo a successive note per applicazioni 

dei risultati ottenuti . 
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