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Analisi matematica. — Vequazione A2 u + #xo (# , y) z h #oi (# > 

ox 
y) - h a00 (x , y) u = F (x , j / ) . Teoremi di completezza. Nota <*> di 

dy 
ALBERTO CIALDEA, presentata dal Socio G. FICHERA. 

ABSTRACT. — The equation \ u -f al0 (x , y) - (- a01 (x , y) — + #00 (# , 3;) w = 
SA; djy 

= F (x , y). Completeness theorems. Under very general hypotheses theorems of com­
pleteness in th4 sense of Picone for equation (1) are proved. As by-product it follows 
that the Runge approximation property holds. 

KEY WORDS: Partial differential equations; Completeness theorems; Boundary 
value problems. 

RIASSUNTO. — In ipotesi molto generali si dimostrano teoremi di completezza 
nel senso di Picone per l'equazione (1). Come corollario si ottengono teoremi del tipo 
Runge. 

Come annunciato in [3], in questa Nota studio il problema della comple­
tezza nel senso di Picone (1) di sistemi di soluzioni particolari della equazione 

(#) Pervenuta all'Accademia il 14 agosto 1986. 
(1) Cfr. [2], [6] e le bibliografie ivi citate. 

17. — RENDICONTI 1987, voi. LXXXI, fase. 3. 
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omogenea seguente: 

(1) A2 u + a10 (x , y) — + a01 (x , y) — + a00 (x , y) u =*0 
o x o y 

Come corollario, ottengo dei teoremi tipo Runge, nelle generali ipotesi 
assunte per i coefficienti. È trattato, infine, il caso particolare in cui a1Q , a01, a00 

sono costanti (complesse) e il caso in cui detti coefficienti sono funzioni ana­
litiche. 

1. U N TEOREMA DI COMPLETEZZA NEL SENSO DI PICONE 

Sia Q un campo semplicemente connesso e limitato del piano, avente per 
frontiera una curva 2 = 6ti di Jordan semplice di classe C1+x; in [3], [4], [5] 
abbiamo considerato(2) i seguenti operatori: 

L = A2 u + J\ aa (z) D« aa e O (Q) 
|oT<i 

(1.1) 

B . - 2 M * > D 3 heCk(L) 
I 3 I < 1 

dove B verifica la condizione di Lopatinskii. Richiediamo, ora, che gli aa 

siano definiti in un aperto connesso £22
 t a l e che Q, a Q2 è risulti: axe Cx (Q2). 

Supponiamo, inoltre, che in Q2 è verificata la proprietà del prolungamento 
unico per l'operatore L*; precisamente faremo quest'ipotesi: Sia A ç £22, A 
aperto connesso, w e I> (A) tale che 

• fwLr fpdT^O v ? e C ° ° ( A ) 

A 

Se.w — 0 q.o. in un aperto B c A, allora w = 0 in A. 

Questa proprietà è verificata se, per | a | = 1, si ha aae C1 (Q2) o, più 

in generale, se ~- aì0 e — a01 (nel senso delle distribuzioni) appartengono a 

L~ (Qa) <
3>. 

1. Sia Ql un qualsiasi aperto semplicemente connesso tale che Ci e Q1, 
Qx a Q2, 2 i = dQ1 una curva di Jordan semplice di classe C1+x. Sia Sf la classe 
delle funzioni fé <% (Çlt) tali che L / ~ 0 in Qv II sistema { B / | / e . y } è com-

(2) Per le notazioni, cfr. [3], [4], [5]. 
(3) Cfr. [1], p . 163. Si veda anche [7] e la bibliografia ivi citata. 
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pleto nello spazio delle funzioni gè Lp (2) tali che : 

(1.2) j&iàs = 0 

dove le §; sono le funzioni che compaiono in (1.2.5)(4). 

Faremo vedere che, se fi e \Jl (£) è tale che 

(1.3) fpB/ds = 0 vf e ST 

/ = ! , . . . , / 

allora si ha: 

jcgds=;0 
s ' 

per ogni gè ]>-(£) che verifica le (1.2) ossia tale che (0,^) è ortogonale al-
TA (&~*) (dove &~ è l'operatore introdotto nella dimostrazione del Teorema 2 
di [3]). 

Per ogni fé Sf si ha (cfr. Teorema 1 di [3]) che esiste (<J*, 9 , e) e O (Qj) x 
X OQw) X C tale che: 

(1.4) •/(*) = . J - C <], (0 log J * - Ç ! dT; + [ 9 (0 log !•* - Ç | d*c + t 

(1.5) ^ (*) + 2 « « (*) D a ( ^ J 4> (0 log ! r̂ — Ç | dxc -{-

+ ( 9 (0 log | z — K ! d*ç + c\ = 0 * e f l , 

Poniamo 

r(z) =* fp(Q v i3(oD3log 1* - ç 1 d*ç 
I5ì<i 

Invertendo l'ordine di integrazione in (1.3), segue: 

(1.6) -?- f + Tdr + ( ?rd^ + f f Z>00 p ds = 0 

per ogni (<J, , 9 , e) e C*(Qi) X Cx (Si) X C che verifichi (1.5). 

(4) Con (1.2.5), intendiamo la (2.5) di [3]. 
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Sia^7 P operatore 

J5": LP (û , ) x L* (SO X C -* L*> (QO X L*> (Sx) 

definito al modo seguente: dato (i^,<p,c)e 1 ^ ( 0 0 x 1^(110 x C si consi­
deri la / data dalla (1.4) e si ponga: 

ïF (<\> , <p , c) = ( L / , -|— / j (dove la — / è nel senso specificato in 

[4]). J*" risulta essere un operatore riducibile con dim A (#"*) < oo; inoltre le 

f tali che L / = 0 , — / = 0 appartengono ad ^ (cfr. dimostrazione del Teo­

rema 2 di [3]). PerJ5"* vale quindi il teorema delPalternativa (5) e da (1.6) segue 

che I — , T | s , è 0 0 pd$j è ortogonale a l l ' A C ) . Allora esiste un (k,h)e 

e L* (Qx) X L? (SO tale che #"* (* , A) = f-1^ , r ^ , fè00 (3 d À Se indichia-

s 
mo con < • • , • > la dualità tra L*(Q1) X L " ^ ) e ^ ( Q J X L*> (Sr), da 
(1.6) si ha: < (k , h) , #" (<J>, 9 , <:) > == 0 per ogni (^ , 9 , e) € O (Hi) X 
X 0 ( 2 0 x C che verifichi la (1.5), ossia: 

(1.7) J hj^fds=0 Vf e ST 

D'altra parte, data una \±e C} (Sj), esiste una fé Sf tale che —- /~ -{x 

se, e solo se, [x verifica 

fjL G j d$ = 0 y =* 1 , . . . , #i 

essendo (F^, G^) una base di A (,#"*). Posto 

m r 

dove y.,6 Cx (Sx) e G, y7- d* == §„• (i , / = 1 , . . . , iw), la (1.7) equivale a: 

1* A P l t d * = 0 V j i e C ^ S , ) 

s i 

(5) Dalle proprietà di & è facile dedurre che M '(&*) è chiuso; essendo dim A (^*) 
< oo, j * " * è riducibile. 
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Deve quindi essere P*A = 0, ossia: 

h = 
m r 

XCJGJ > Cj= ìhyjds ( y = i , . . , w ) 

Allora possiamo scrivere: #"* (& , h) =<W* (k , j[J ^ G / ) = # " * ( & — 

m \ 
— 2 c^F;, Oj. Abbiamo quindi fatto vedere che esiste una a i e L ^ Q j ) 

/ - i / 

tale che eF* (w , 0) = f —- , Y |L , òotì (3 d A In altri termini: 

s 

(i.8) J_r(*) = w(*) + 1- f«(0S«.(!3Dçi««i*-i:.i<iTî 

z e Q|, 

(1.9) r (*) = f « (K) £ «« (0 D? log | * - Ç | dTç * e S, 
J |<x|<l 

(1.10) I è 0 0 p d s ^ I a0Q«;dT 

La funzione 

I » - f w(Q X « B ( Ó D ? l o g | * - i : | d T c 
J |a|<l 

è armonica nel complementare di C^ , ̂  Q^ è nulla sua Sx per la (1.9) e con­
verge a zero all'infinito per la (1.10). Allora deve essere: 

(1.11) r (*) - [w (0 2 *« (0 D- Ìog | * - C | d<rç * e VQ, 
J |a|<l », ' 

Poniamo : 

= w (z) z e fì2 

W(*)-' 
0 # € Q2 ~" ^1 
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We L«(Q2) e, da (1.8) e (1.11), segue: 

(1.12) -±r(*) = W(*) + J - f w ( 0 £ «.(OD-loglar-ÇldT; 
Lit AlZJ | a |< i 

Q2 

Z € Q 2 

V (z) è una funzione armonica sul <% Q, e quindi: 

0 = f A,9(*)(W(*) + i f w ( ! 3 £ «a(C)D;log|*-CjdTc)dT2 = 
J •'TCj |a|<l 

= f WLcpdr V9eCOÛ(Q2 — Q ) . 
n2-n 

Per la proprietà del prolungamento unico: W = 0 in Q2 — Q. 
Da (1.10), (1.11), (1.12) si deduce: 

i - r ( * ) = w ( * ) + i - fwtf) 2 « « ( 0 D ? l o g | * - î : | d T ç s e O 

(i.i3) r (*) = (»(ï) y «, (0 D« log ! z—z\ dTç s e «? a 
Q 

b00 fids = | tf 0Q w dr 

La (1.13) implica che: 

S * p = f w ( Q V «a (0D? log | * - Ç | dTç 
J |af<l 

per q.o. #e 2. Le ultime relazioni scritte equivalgono a: 

<^* (—- w , (3) = 0, con weL r ' (Q). Allora, se (0,^) è ortogonale al­
l 'AC*) , si deve avere: 

j figds^O 
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2. U N TEOREMA DEL TIPO RUNGE 

In tutto questo § supporremo che L sia l'operatore considerato nel § 1. 
Poniamo: 

di (2) = i(u , —\ e Lp (2) X LP (2) ! uè ^ ; Lu —0 in Q | . 

Sia J l'operatore seguente: 

J: LP (O) x Lp (2) X C -> LP (Q) x- Lp (2) X L? (2) 

(^,9,c)-> f L u , « , ^ J 

essendo la u data da: 

« W = 2 ^ f H O lo8 I * —S i dTç + I ? (0 log | ar —Ç | djç + e . 
a s 

J è un operatore riducibile; infatti, posto: 

J': Lp (Q) x Lp (2) X Lp (2) -* Lp (Q) X Lp (2) X C 

(«>,/ ,*)-*(«>,/ + — * , 0 ) 

si ha che J ' J è un operatore di Fredholm. 
Ne viene che( / ,£ ) appartiene a 08 (2) se, e solo se, (0 , / , # ) è ortogonale 

all'A (J*) (si-osservi che, essendo dim A (]') = oo, si ha: dim A (J*) = oo). 

2. // sistema fe£f\ è completo in * (2). 

Basta far vedere che, se (p, , (ì2)e L« (E) X' L« (2) è tale che: 

(2.1) f ( P . / + P » | ^ ) d * = 0 V / e , r , 

allora : 

(2.2) [ (^ u + ^ | ^ d* - 0 V (« , ~^j e » (2) 
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Ragionando come nella dimostrazione del teorema 1, da (2.1) si trae: 

1 
- f <J, T dr + f ç Tdj + e f p, cU =; 0 

2 

per ogni (tytcp,c)e Cx (Qi) X O (2X) X C che verifichi (1.5) ed essendo, 
questa volta : 

che 

r(*) = j p, (0log i * - n | d*ç + j p , (o_L log u - ç i d*ç. 

Ripetendo la detta dimostrazione, si trova che esiste una we L''(Q) tale 

i - r ( * ) = w(*) + ^ f w ( 0 2 « « ( 0 D ? l o g | * - ! : | d T r * e O 

2 TI 2 TU J | a (< 1 
Q 

(2.3) r ( * ) = (w(Q S f l .CODj log la r -Ç ldTç * € * Ô 
J I a K l 

ft 

p! ds = #00 w dr . 

Dalla (2.3) segue: 

fpi(Ç)log ! * - Ç | < k ç + 7upt(*) + / P . ( Q r ^ l q g | * - i : | d * c = = 
J J ovç 

= f«(0Sfl-(0D;1^: 
•/ !<x|<l 

# — £ j dr r 

(per q.o. ze 2) e quindi: J* (—w, pj , p2) = 0. Per ogni (0 ,gr ,£2) ortogo­
nale all'A (J*), si ha, dunque: 

f(Mi+p2ft)d* = 0 

ossia le (2.2). 
Sussiste il seguente teorema di unicità: 

3. Sia ues0v. soluzione del seguente problema: Lw — 0 in iì, u~~0 su 

2, — u = 0 su 2. Allora è: u 0 m fi. 
6v 
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Poniamo : 

u{z) 
u(z) 

=-=0 

ze fi 

z e Qi — Q 

Si verifica che, con le ipotesi fatte, û appartiene alla classe j / p relativa ad 
Qj ed è: Lu = 0 in Qv Per la proprietà del prolungamento unico, si ha: u = 0 
in Q. 

Essendo 0t (J) chiuso, usando il teorema 3 e il teorema del grafico chiuso, 
si ha la seguente maggiorazione: 

(2.4) u \\\p < C M| L u ||L*(n) + || u ||L*(S) + -^ p ) 

per ogni u e stfv. 
Siamo ora in grado di dimostrare la seguente proprietà di approssima 

zione del tipo Runge: 

4. Sia u una funzione di classe C2 (O), soluzione dell'equazione: Lu = 0 
in Q. Per ogni compatto K c Q g per ogni s > 0, esiste una fé 6^, tale che: 

max ! u (z) —f(z) | < s-. 

Ovviamente basterà dimostrare il teorema nell'ipotesi che K, oltre ad 
o 

essere contenuto in Q., sia la chiusura di un campo, K, semplicemente con­
nesso, la cui frontiera è una curva semplice di Jordan di classe C1+x. Se uè 

o 

€ C2(D), si ha: uè û?/ (K). Fissiamo un p > 2. Per il Teorema 2, esiste una 
feSf, tale che: 

(2.5) U ~ /HLP0K)' + 
8H _ 6 / 

8v 8v L%K) 
< £ . 

Dalla maggiorazione (2.4) si ottiene, in particolare, che: 

(2.6) U—f\\HhP(k) <C(\\U— f\\hP(dK) + 
du df 
dv 0v LPOK)J 

Dai teoremi di immersione di Sobolev, si trae che esiste una costante H, 
tale che: 

(2-7) J ! « - / l l L ~ ( K ) < H | | « - / | | H ^ d ) -

Da (2.5), (2.6), (2.7) si ottiene la tesi. 



254 Atti Acc. Lincei Rend, fis. - S. VIII . vol. LXXXI. 1987, fase. 3 

È interessante osservare anche il seguente teorema: 

5. Sia u una funzione, definita in Q, di classe ,*rfv, soluzione delVequazione : 
Lu = 0 jn O. Per ogni s > 0, esiste una féSf> tale che : \\\u — / 1\\p < s. 

La dimostrazione segue subito dal Teorema 2 e dalla maggiorazione (2.4). 

3. ALCUNI CASI PARTICOLARI 

Consideriamo gli operatori (1.1) e supponiamo che gli aa siano costanti 
complesse. 

Osserviamo che, se esistono soluzioni polinomiali di L u = 0 deve essere 
#oo = 0. Infatti, sia p=pi-\-p<i

Jr . . . + pn, con p} polinomio omogeneo di 
grado/ : allora hp — a00pn -f Pn-lt essendo P ^ un polinomio di grado n — 1. 
Se tfooT^O ed Lp = 0, segue pn = 0 e, per induzione, p = 0. È facile anche 
verificare che, se #00 = 0, esistono infinite soluzioni polinomiali dell'equazione 
L u = 0. 

Un polinomio esponenziale è una funzione del tipo. 

(3.1) v(z)=^p(x ty)ei[x^yh] 

dove p (x , y) è un polinomio e ^ , £2 sono costanti complesse, v, data dalla 
(3.1) è soluzione di hu = 0 se, e solo se, p è soluzione della seguente equa­
zione a coefficienti costanti: 

(3.2) A2p + (aìn +ÌZJ—P + (ani + i Q — p + 
ex c y 

+ L(iÇ 1 , iÇ 2 ) /> = 0 

dove' L (E , yj) = £2 + y]2 + 2 <*a &*1 v]a2 . 

Allora se Çj , Ç2 € C sono tali che L (/ ^ , z Ç2) = 0, per quanto osser­
vato prima, esistono infinite soluzioni polinomiali dell'equazione (3.2) e quindi 
esistono sempre infiniti polinomi esponenziali (3.1) soluzioni dell'equazione 
Lu = 0. 

6. Siano L , B dati da (1.1) con gli #a costanti (| a | < 1). Sia V la classe 
delle combinazioni lineari finite di polinomi esponenziali soluzioni dell9equazione 
L u =. 0. 77 sistema {B v \ ve V} è completo nello spazio delle funzioni gè hp (E) 
tali che valgano le (1.2). 

Prendiamo come Qj un disco che contenga al suo interno Q e poniamo 
Q> = C. Per il Teorema 1, data una gè Lv (2) che verifichi le (1.2), per ogni 
s > 0, esiste una feSf tale che 

(3.3) ! ! ^ - B / ! ! L ^ ) < £ 
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Per teoremi ben noti: ^ e C 0 0 ^ ) . Inoltre, per un risultato dovuto a 
Malgrange, V è denso nello spazio delle funzioni C 0 0 ^ ) che siano soluzioni 
dell'equazione L u ~ 0, munito della topologia della convergenza uniforme 
su tutti i compatti contenuti in Ù delle funzioni e di tutte le loro derivate (6). 

Allora esiste una ve V tale che 

(3.4) l | B / - B » | | L * ( £ ) < e . 

Da (3.3), (3.4) segue la tesi. 
Supponiamo ora che sia #00 = 0. Come abbiamo già osservato esistono, 

in questo caso, infinite soluzioni polinomiali dell'equazione L u — 0. 

7. Sia a00 = 0. Indichiamo con 0 là classe delle soluzioni polinomiali del­
l'equazione Lu — 0. Se a\0 + a2

01 ̂  0 oppure a10 = a01 = 0, allora il sistema 
{B p | p e 0} e completo nello spazio delle funzioni g e Lp (2) tali che valgano 
le (1.2). 

Siano Q1 e Q2 come in 6. È elementare verificare che, se a\Q + a\x^ 0 op­
pure aw — a01 = 0, tutti i fattori irriducibili di L (Ç , YJ) si annullano per £ = 
=^yj=0. Malgrange ha dimostrato che, verificandosi ciò, 0* è denso nello 
spazio delle funzioni C0 0^!) che sono soluzioni dell'equazione L u = 0, mu­
nito della topologia della convergenza uniforme su tutti i compatti contenuti 
in Q. delle funzioni e di tutte le loro derivate (7). Basta ripetere, quindi, la di­
mostrazione di 6 sostituendo 0 a V. 

Osserviamo che se a\0 + #oi ~ ^ c o n aio e floi diversi da zero, esistono 
infinite soluzioni polinomiali, ma, in accordo con i risultati di Malgrange, non 
valgono i teoremi di completezza. Se, ad esempio: 

è facile verificare. che le uniche soluzioni polinomiali sono {zk | A = 0 , 1 , 2 , 
. . . }. Se valessero i teoremi di completezza, si avrebbe l'assurdo che ogni so­
luzione dell'equazione L u = 0 è una funzione olomorfa. 

Vogliamo ora considerare il caso in cui gli aa siano funzioni analitiche delle 
variabili reali #,j>(8). Supponiamo che gli aae O (Q2)

 e che £*i sia un do­
minio fondamentale per l'equazione Lu — 0. I.N. Vekua ha dimostrato che, 
se u è soluzione dell'equazione Lu = 0 in Qx , si ha: 

(3.5) u (x , y) = <x0 G (#o . £o » # . £) + I ej> (f) G (*, £0 , # , f) d* + 

+ JV( T )G(* 0 .T .* , .5)dT 

(6) Cfr. [8]. 
(7) Cfr. [8]. 
(8) Per le definizioni e i risultati richiamati, cfr. [9], • 

L = A, + at0 ( ~ + i -^ j (al0 e C) 
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dove G (z , Ç , t, T) è la funzione di Riemann dell'equazione Lu = 0, z0 è 
un punto fissato di Cìl9 a0 è una costante e §, (j># sono funzioni olomorfe rispet­
tivamente in Qj e Q,f^={z\z€ fl^}. Al variare di a0 , § , c|># la (3.5) rap­
presenta tutte le soluzioni dell'equazione Lu — 0 in Qx. Consideriamo il si­
stema seguente: 

u0 (x , y) = G (z0 , £0 , z , £) 

«2A--1 (* , .y) = I G (f, 20 , s , £) (* — *G)*:_1 d* 

"0 

«2* (* , jO = G (Z0 , T , Z , *) (T — £0)*-J dT 

£ 1 , 2 , . . . 

8. Nelle ipotesi suddette il sistema {Buh\ A= 0 , 1 , 2 , . . . } £ completo nello 
spazio delle funzioni gè Lp(H) tali che valgano le (1.2). 

Sia ue^\ siano a0 , è , ò* tali che valga (3.5). Siano inoltre: 

oo oo 

dove è^, (j>* sono polinomi e le somme convergono uniformemente all'interno 
di Qx. Poniamo: 

«>» (*) = oc0 G (#0 , z0 , # , £) + 2 I G(t, z0yz , z)òj {t) + 
j = 0 J 

(3.6) 

+ 2fG(*0,T,*,S)<i.;(T)dT. 

Ogni «;w è combinazione lineare finita di uh. Inoltre è facile dimostrare, 

utilizzando (3.5), (3.6) che w% , wn , — wn convergono uniformemente al-
dz dz 

t,. ,. ^ 3 3 . . 
1 interno di i^ a u , # , u rispettivamente. 

dz cz „•.,-•, 3 a a a . / a a \ . , L n 
Poiché = h — , = i ( — —- , si ha che Da wM 

a# a# a^ aj \ dz dz / 
conver­

ge, uniformemente all'interno di Q r , a D a u (| a | < 1). Da ciò, con ragio­
namento analogo a quello fatto in 6 e 7, si ottiene la tesi. 

Osserviamo, infine, che nei casi particolari qui considerati, sussistono an­
che i seguenti risultati: 
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9. Sia L Voperatore considerato nel Teorema 6 (7,8) ; si ha : 

a) {proprietà di approssimazione del tipo Rangé). Sia u una funzione 

di classe C2(Q), soluzione dell'equazione L,u -—0 in Q,. Per ogni compatto K c Q 

e per ogni z > 0 esiste, una feY(fe^,f combinazione lineare finita di {uh }) 

tale che : max | u (z) —f (z) | < s. 
z eK 

», i.— {(..£)|«v}({(,.*)|,.,}.{(..,£)| 
A = 0 , l , 2 , . . . i ) è completo in & (2). 

e) V ( ^ , {ŵ  | h — 0 , 1 , 2 , . . .}) è completo nello spazio : {u e stfv j 

L * / = 0} #£//# norma ||| • |||p. 

Le relative dimostrazioni si ottengono in maniera analoga a quelle dei 

precedenti teoremi di questo paragrafo, tenendo presente i risultati del §2. 
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