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Atti Ace. Lincei Rend. fis.
(8), LXXXI (1987), pp. 119-123

, Geometria. — Sulla trasversalita di due superfici in P*®), Nota
di SALVATORE GIUFFRIDA (**), presentata (**+) dal Socio E. MARCHIONNA.

ABSTRACT. — On transversality of two surfaces in P2. Let C < P? be a reduced
and irreducible curve, and I(C) = (fy, f2, .., fm) be the homogeneous ideal of C,
where f;,f2, ..., fmare a minimal system of generators for I (C).
In § 2 we find a necessary and 'sufficient condition in order that two surfaces F;. Fj,
having equations f; =0, f; =0 (¢,j=1,2,...,m), intersect transversally along C.
In §3 we give an application of this result to arithmetically Cohen-Macaulay
curves.

Key worps: Transversality; Surface; Curve.

RiassunTo. — Siano C < P3 una curva ridotta ed irriducibile, ed f;,f5, .- fm
un sistema minimale di generatori dell’ideale omogeneo I 'C).

Nel §2 determiniamo una condizione necessaria e sufficiente perché due super-
fici F;, F;, aventi equazioni f; =0, f; =0(G,j=1,2,...,m), si sechino trasver-
salmente lungo C.

Nel § 3 applichiamo questo risultato alle curve aritmeticamente di Cohen-Macaulay.

§1

Sia C una curva ridotta ed irriducibile di P? = P}, spazio proiettivo su un
campo k algebricamente chiuso.

Indichiamo con T (C) l'ideale omogeneo di C in K [x,, %y, x5, %3] , con
fisfere s fm km >3) un sistema minimale di generatori di I(C), e con
F,,F,,...,F, le superfici aventi equazioni rispettivamente f, = 0,

fo=0,...,f,=0.

Possiamo supporre senza perdita di generalita che le superfici ¥;,F,,...,F,
siano ridotte ed irriducibili.

Diremo che due delle suddette superfici, per esempio F; ed F,, si recano
trasversalmente lungo C se la curva & una sottovarieta semplice per ciascuna
delle due superfici ed i punti di C nei quali il piano tangente ad F; coincide col
piano tangente ad F, formano un chiuso di dimensione zero di C (cfr. [G] per
una definizione pilt completa di molteplicita di intersezione di due varieta lungo
una sottovarieta comune).

(*) Lavoro eseguito con fondi erogati dal M.P.I.
(**) Dipartimento di Matematica - Catania.
(**#%) Nella seduta del 13 dicembre 1986.
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E facile verificare che F, ed F, si recano trasversalmente lungo C se e solo

se esiste un aperto affine U nel quale
(R/IX) Ic = (R/IC) Ic

ove R=T (U, 0,), I ed I sono gli ideali affini di C e della completa inter-

sezione X = F; " F,.
Per le nozioni non esplicitamente richiamate si rinvia ad [H].

§ 2.

Consideriamo la risoluzione localmente libera di C ([R]):

in cui gli interi positivi a; sono i gradi dei generatori f;, & ¢ un fibrato vettoriale

di rango m — 1; consideriamo anche il diagramma:

£ & Oy(—a)
N |
: (91) (—— a’i)

kg

@D 3

[
@

in cui © ¢ la proiezione sulle ultime m — 2 componenti, ¢ = wogq.

ProprosizioNE.  Con le notazioni precedenti condizione necessaria e sufficiente
perché ¥, ed ¥, si sechino trasversalmente lungo C é che il marfismo { abbia ranga

massimo mnel punto generico di C.
Dimostrazione. Consideriamo il diagramma commutativo a righe esatte.

m f=(fysfgsev.- fm)
0>é— % O, (—a) ki o Op —> O —0
=1
1 i i
] = B Y
f’=(f1,f2) !

—»0P———>(9X—>0

0—>0p(—ay—as) — Op (— @) @ Op (— a)

in cui la seconda riga ¢ la risoluzione (Koszul) della completa intersezione X =

== Flsz.
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Considerando un aperto affine U in cui E si banalizzi e localizzando nel
punto generico di C si ha il diagramma

@ m f=(f;, foseeinfpy) »’
0-—> (Rlc)m_'l (RIC) 1072 N RIC - (R/IC)IC -0
| I | il
(1) J * J B “ | Y
@/ f'=(f1 ,f2)

b

in cui I ed Iy sono gli ideali affini di C ed X in R = I' (U, ¢p) . Abbiamo in-
dicato ancora con f;, fa, ... f,, le equazioni affini delle superfici Fi,F,,...,F,.
II morfismo B ¢ I'immersione sulle due prime componenti, y & suriettivo.

Sia Ae R™™ la matrice associata a ¢; indichiamo con A;; la sottoma-
trice che si ottiene da A sopprimendo le righe di posti 7 e j.

Nell’ipotesi che 7k (A;;)) = m — 2 in un aperto di C, per provare che F,
ed I, si secano trasversalmente lungo C, basta provare che y ¢ un isomorfismo.

Nel diagramma (1) sia ae Kery, ae p' (a); poiché p (@)= 0 risulta
ae Imf. Sia q=(q1,02:4,.-.,9n)€ (RIC)"’ un elemento tale che f(g) =a .

Vogliamo provare che esiste un elemento ¢ = (¢;,¢5,0,...,0) tale che
(@ =1 (q1,¢) = a. Cid si verifica se e solo se esiste un elemento ¢’ = (g; ,
QysGase s qp)€ (RIC)m tale che ¢'e Im ¢, cioé se il sistema

@) AZ =g
ha soluzione in RIC per qualche ¢, , g€ Ry, -

Dal sistema (2) sopprimendo le prime due righe si ottiene un altro sistema

qs
(3) A1,2 Z =

In

che ha soluzione in R; c perché 7k (A;,) = m —2 nel punto generico di C,
quindi i minori di ordine m — 2 di A, , non sono tutti nulli lungo C.

Una soluzione del sistema (3) & anche una soluzione del sistema (2) per
arbitrarietd di ¢; e g .

Viceversa. Poiché le superfici F; ed F, si secano trasversalmente lungo C,
il morfismo

A1,2 : (Rlc)m_1 —_> (Rlc)m—2

individuato dalla matrice A, , ¢ suriettivo.
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Infatti preso un elemento ¢=1(q1,q2,9s,--->qm) € (Ry C)’" risulta, dal
diagramma (1), p’ o f(q) = p °f(g) = 0, percid esiste un elemento (g;,g;) in
(Ry)* tale che f'(g;,9,) = f(9) -

Poiché f(¢,—q;, ga— G5 G35+ - -»qy) = 0 il sistema

G — Q;
gz — 9;
AZ = VA

n

ha soluzione in RIC , quindi anche il sistema

s
ALZ= .
—_ _(Im, —
ha soluzione qualunque siano ¢z,...,q, in Ry c*

E suriettivo anche il morfismo
A2 Ay s A2 (Ry =t — A2 (Ry = = Ry,

che ¢ individuato dai minori di ordine m —2 di A, ,.
Questi ultimi, cosl, risultano essere non tutti nulli nel punto generico di C.

§3.

Vogliamo applicare il Teorema dimostrato nel §2 alle curve aritmetica-
mente di Cohen—Macaulay.

PROPOSIZIONE. Se C & una curva aritmeticamente di Cohen-Macaulay,
IC)=(fi,fes-- s fm)» allova due qualunque superfici F;, F; aventi equazioni
fi=0,f=0(@G,j=1,2,...,m; i4j si secano trasversalmente lunga C.

Dimostrazione. Basta provare la tesi per F; ed F,.
E noto che C ammette una risoluzione minimale libera ([P.S.])

m—1 e m f=(f1 .20 esf )
0__’@@1:(—115)——)'@0?(—61,5) —»@P-——@c——-——ro

i=1 i=1




SALVATORE GIUFFRIDA, Sulla trasversalita di due superfici in P3 123

in cui g;=degf; (1 =1,2,...,m), il morfismo ¢ & individuato da una ma-
trice A = (a,,) ad elementi forme di grado positivo in k [x,, %, , %5, &3] , 1 cui
minori di ordine 7 — 1 hanno gradi a,,a,,...,a, ¢ generano I(C).

Indichiamo con A; e con A;; le sottomatrici ottenute da A cancellando
rispettivamente la i-esima riga e le righe di posti 7,j. Poniamo o; = det A;.

Dobbiamo proAvare che A, , ha rango massimo in un aperto di C. Siano
BisB2s--.s Byt 1 minori di ordine m —2 di A,;,, e supponiamo che B,¢
el(C)(t=1,2,...,m—1). '

Si avrebbero le relazioni

Br=pPn o+ Prdst o+ Pty

nelle quali deve essere p, = p;, = 0 in quanto o; ed a, hanno grado maggiore

di ﬁl)ﬂ2)""ﬁm—1'

Quindi B, € (og, ..., a,) € percid oy, aye (og,..., x,) che & assurdo.
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