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Analisi matematica. — Su un problema singolare di Goursat per
Pequazione u,, = f(x,y,u,u,,u,). Nota di BRuNo FIRMANI, pre-
sentata ®) dal Socio G. FIiCHERA.

ABSTRACT. — On n singular Goursat problem for the equation wuzy = f(x,y,u,
Uz, ty). A semilinear 2nd order hyperbolic equation in two independent variables is
considered and the Goursat problem is investigated in the singular case, i.e. when the
two given arcs I'; and I'y have the same tangent in the point 0 where they meet. Condi-
tions on the data are given for existence and uniqueness of the solution. These condi-
tions depend on the order of the contact that I'; and T’y have in 0.

Key worps: Singular Goursat problem; Hyperbolic equations; Boundary value
problems.

RiassuNTo. — Considerata un’equazione iperbolica del secondo ordine in due va-
riabili indipendenti, si studia il problema di Goursat nel caso singolare relativo a due
archi assegnati I'; e T'; con la stessa tangente nel punto 0 di intersezione. Vengono for-
nite condizioni di esistenza e di unicitd per la soluzione. Queste condizioni dipendono
dall’ordine del contatto che I'y e T’y hanno in 0.

(*) Nella seduta del 29 novembre 1986.
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In questo lavoro viene studiato un problema singolare di Goursat per I’equa-
zione u,, = f(x,y,u,u,,u,) che si presenta quando le curve portanti i dati
hanno la stessa retta tangente nel punto di intersezione. Sotto le ipotesi che la
f(x,y,u,p,q) sia (reale) e continua nel complesso delle sue cinque variabili
(reali) e lipschitziana rispetto ad #, p e g si dimostra un teorema di esistenza ed
unicita «in piccolo » della soluzione. Nelle stesse ipotesi per la funzione f e per
i dati, applicando un metodo «di prolungamento» gia noto nella letteratura,
si puo affermare che la soluzione del problema singolare esiste anche in grande
ed ¢ unica.

Siano I'y:y=a(x) e I'; : x = B (y) due curve del piano x,y soddisfacenti
le seguenti condizioni:

I) a«(x)e C1[0,5] ; B(y)eCH[0,s"],
II) «'(x) >0, xe[0,s] ; B () =0, ye[0,s],
III) «(0)=0, a«(s)<s" ; BO)=0, B@E")<S
con s’ ed s numeri reali positivi.
Posto 7 (x) = P [« (x)], con x€ [0, s], risulti:
(1) ’ tx)y<x , xe€(0,s],
da cui segue che il punto (0, 0) ¢ il solo punto comune alle due curve I'; e T',.
Si supponga inoltre che la funzione t (x) verifichi la seguente ipotesi:
IV) Risulti ©' (0)=1 ed esista un numero positiva l tale che

min lim |1 —<'(x) | >0.
x>0

Sia Z il rettangolo [0,s] X [0,s”]. La funzione f(x,y,u,p,q) sia
continua per (x,y)e#Z e u,p,qe (— oo, 4+ 00) ed uniformemente lipschit-
ziana rispetto alle variabili %, p,g. Esista cio¢ una costante L. >0 tale che
@ fey,up.)—flx.y,0,0,¢) ISL(lu—v|+|p—p |+

+1¢—q) (x,9)e2.

Siano ¢, (x)e C'[0,s'] e ¢, (¥)e C1[0,s"] due funzioni soddisfacenti la
seguente ipotesi:

V) ¢, (0) =, (0) ed esista un numero r > 0 tale che

@ el @ =0,
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Siano (¢’, ¢”') un punto interno al rettangolo %, le cui coordinate soddi-
sfino le condizioni

©) «(c)<s" , B(c") =0,
che verra opportunamente fissato nel seguito ed £, il rettangolo [0, ¢’] X
x [0,46"]. 7

Si denoti con V (%) 'insieme delle funzioni reali, definite in %, ed ivi con-
tinue con le derivate prime e con la derivata seconda mista. Si indichi con

Co(%,) (con C(%,)) lo spazio di Banach delle funzioni continue (delle fun-
zioni continue con le derivate prime) in %, dotato della seguente norma:

loll=max |v(x,y) | (lolh=max{|v(x,y) |+ [0, (x,9) | +
2 N

0

+ 1oy (=, 1)
Si consideri nello spazio V (%,) il seguente problema di Goursat:

4) u(@,y)y=f(e,y,ux,y),u,(x,y),u,(x,y) (x,y)€ %,

u@,a(@®@)= ¢ (x) x€[0,0],

(5) s
uBO),»)=9() yel0,0"].

Indicata con v (x, y) una funzione di C°(%,), si ponga

. (x)  ofx)
©6)° ¢WM$=f&fv@f®®
€
(7) Fv(x,y):fdifv(i,n)dv).

La funzione ¢ [v, x] appartiene alla classe C* [0, ¢"] e risulta ¢ [0, 0]==0.
La serie V '

® WM@=§WWM@]

appartiene anch’essa alla classe C*[0, 6], come & mostrato in [3] (Teor. XI).
Si consideri quindi P'operatore T, v cosi definito:

) To’v(x,y)=Fv(x,y)—Ev(B(y),y)+‘F[‘v:x]—‘l”[v, B,

il quale associa ad ogni funzione di C°(%,) una funzione della classe V (Z,).
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Posto inoltre
(10) ¢ (%) =@y (%) — @ [x (%)] .

si dimostra (cfr. [3], Lemma 1) che la serie

(11) ®@=§WW@]

converge ad una funzione di C!'[0,¢"]. Inoltre la funzione

(12) P (%,7) =2 (9) + @ () — @ [B (y)]

appartiene alla classe V (%,). E stato dimostrato (cfr. [2], teor. 9) che ogni so-
luzione u del problema (4) (5) ¢ anche soluzione della seguente equazione

(13) u(x’y)cho(x’y)_I_TOf(x’yau)uz)uy)-

Viceversa ogni soluzione della (13) appartenente alla classe C!(Z%,) & so-
luzione del problema (4) (5) nella classe V (%,).

Per risolvere il problema posto sara sufficiente dimostrare che la trasfor-
mazione

(14) Rov(x,y) =0 (x,¥)+ Ty f(x,y,v,v,,9,)

¢ una contrazione nello spazio C!(%,).
Si osservi prehmmarmente che esiste una costante N, > O (cfr. [3], Lem-
ma 2) tale che, per ogni indice & risulta:

d* (x)

_E =N, xe[0,s].

Sussistono 1 seguenti lemmi.

Lemma 1. Sia v una funzione di C°(%,). Posto

co=1+ Ny (1 + max o’ (x))

[0,s7]

risulta
(15) W, xs] | <% -a(x) vl
(16) ¥ o, o] | < co(x+ % (®) 0l

Per le (8) e (6) si ha:
W lo, x| <Y ¢fo, < ()| <
<ol Shale @] [ @) — 1 @] < 0o a ().
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Per provare la (16) si sfrutta la convergenza uniforme della serie derivata
della (8) (cfr. [3], teor. XI) ed il sussistere delle seguenti maggiorazioni:

RATETES WSS [
<a@loltlol 3 {0 i () — o ) +

+ 2L oy —arra )} < o () 1 0+ max o () N
[0.x]

LemMmaA 2. Posto ¢, =2 + (co + 1) max B’ (z) per ogni funzione ve C°(Z,)
sussistono le seguenti maggiarazionsi : lo.s77]

| Tov(x,9) | <46 6" |0,

0
l_a;To‘v(x’y)‘S[G”(l+Co)+clco]”‘v”o,
2 <o + ") o]

3 00 (x,9) | <¢ (o c o

Dalle (9) e (7) e dal Lemma 1 segue:

| Tyo(x,9) | <|Fo(x,9) |+ |F@G),») |+ | ¥o, ]|+
¥, BN I<lolbixy+y - BO)+x -a@+BG) 2[R

e o) S| o) | b Pl <

<llololy + cox(x)+ )] .

|%Tov<x,y>lsuvuo{x+ BG) v+ BO)+ B 0) alBO)+

+ o PO}

La tesi ¢ subito conseguita.

Si pud ora dimostrare un teorema di esistenza ed unicita in piccolo del
problema singolare di Goursat. Sussiste infatti il seguente enunciato."

TEOREMA. E possibile determinare ¢’ e o"' wverificanti le (3) e tali che il pro-
blema (4) (5) ammette una ed una sola soluzione in %, .
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Siano v e w funzioni di C!(Z%,), per il Lemma 2 e per la (2) si ha:

]'%Ov(x)y)_"gow(x’y)l:]TO[f(x:y"v:vx’vy)_f(xvyswawx;wy)lS
<45 " | f(x,y,0,,0)—f(x,y,w,w,, w)|p <

<46 6" Llv—w],.
0 0
.—a;—.%,v(x,y)——a;(@ow(x,y)‘=

zl.%To[f(x,y,v,vz,v,,)—f(x,y,w,wx,wy)] =

S(G”(l+Co)‘|‘°'/"0)L”'v“_w”1~

o o
— R —_— < ! " —_ .
lay 00 (%, y) 2" ow(x,_y).__cl(c +o6 )L | v w ||

Pertanto assunti ¢’ e ¢’ tali che
L[4 6" 4+ 06" (cg+ ¢;) + _c" 1+t <1

la trasformazione #%, ¢ una contrazione. Dalla completezza dello spazio C! (%)
segue l'esistenza e l'unicita di un punto unito per la trasformazione %,, cio¢
I’esistenza e I'unicita della soluzione del problema (4) (5).

Osservazione. La soluzione del problema (4) (5), la cui esistenza ed uni-
cithd ¢ stata provata «in piccolo» nel precedente teorema, pud essere opportu-
namente prolungata in tutto #. Infatti, nelle ipotesi formulate in questa Nota,
si puo applicare, anche per il problema singolare di Goursat, il metodo di pro-
lungamento indicato in [4], relativamente ad un problema non singolare, e suc-
cessivamente esposto in [1]. '
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