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Geometria differenziale. — Non-esistenza di cusps nella geometria
asintotica delle foglie ®. Nota di RENATA GRIMALDI (), presentata (**)
dal Corrisp. E. VESENTINI.

Questa Nota é dedicata
al Prof. André Lichnerowicz

RESUME. — On montre qu’il n’existe pas des cusps pour la géométrie asympto-
tique des feuilles d’un feuilletage différentiable d’une variété différentiable compacte V.

INTRODUZIONE

E noto che due metriche riemanniane g e g’ su una varieta differenziabile
V si dicono quasi-isametriche se esistono un diffeomorfismo f:V —V e due
costanti positive A e p tali che:

Mol <1 @) llp < wliol voe TV.

E altresi noto (v. [1], [2]) che, se V & compatta, tutte le metriche rieman-
niane su V sono quasi-isometriche e, se &# & una foliazione differenziabile di V,
su ogni foglia F (anche non compatta) esse inducono una unica classe di equi-
valenza di metriche complete quasi-isometriche, che si chiama « geometria asin-
totica » della foglia.

Nel presente lavoro, proseguendo lo studio di tale geometria asintotica, si
considera, su una varietd riemanniana (V ,g) bidimensionale, un « cusp quasi-
isometrico » (nozione della quale si da la definizione), e si dimostra che un tale
«cusp» & un concetto invariante per quasi-isometrie.

Poi si considera una varieta differenziabile compatta V, di dimensione
m > 2, e una foliazione differenziabile # di V, di dimensione due, € si dimostra
che non pud esistere una foglia F che ha un « cusp quasi-isometrico », ovverosia
che la geometria asintotica di ogni foglia F di # non contiene una metrica per
la quale F abbia un « cusp ».

Per semplicita ci si limita a considerare foglie di dimensione due, visto che
il classico « cusp iperbolico », in dimensione due, ¢ molto facile da immaginare;

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. del C.N.R. e col contributo
del ML.P.I.
(**) Dipartimento di Matematica ed Applicazioni, Via Archirafi 34, Universita
di Palermo.
(***) Nella seduta del 10 maggio 1986.
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in effetti perd tutto il nostro ragionamento vale per foglie di dimensione #n > 2
di una varietd compatta di dimensione m > n.

L’idea per questo lavoro ¢ nata da una conversazione col prof. Marcel
Berger. L’autore ringrazia anche il prof. V. Poénaru per le utili discussioni sul-
I'argomento.

1. Sia (V,g) una varieta riemanniana bidimensionale.

DEFINIZIONE. Chiameremo « cusp quasi-isometrico » di (V ,g) una famigha
differenziabile {v,(u)}, con te [0, + o0), ue [0, 1] =1, di curve differenziabili
chiuse omotope e tali che :

1) lim L (y,)=0, dave L (v;) indica la lunghezza, relativa alla me-

t—>+ o

trica g, della curva v,;

2) & vera una delle seguenti condizioni :
2a) per agni te [0, + o), la curva v, non & amotapa a costante ;
2b) per ogni te [0, 4+ 00), la curva vy, é omatapa a costante. In tale
caso se H,:1 X I —~V ¢ lamatapia, I3ce R+ tale che:

(1) diamH, >¢ >0 vte [0, 4+ o0),

dove diam H,=: sup d (H,(x), H, (y)) per x ,ye I X I, essendo d la distanza
in V relativa alla metrica g. Il numera ¢ > 0 non dipende dalla scelta della amo-
tapia.

OsservazIONE A. Le ipotesi 1) e 2) implicano che:

) lim vy, () = o0,

t — +00

nel senso che le curve vy, fuoriescono da ogni compatto di V. Infatti, se la for-

mula (2) & falsa, esiste un compatto K = V tale che, per ogni numero naturale
n, esistono ¢, >n ed u,e I tali che Ye, (u,) € K; chiaramente, la successio-

ne t, -~ + co. Poiché lim L (y,)=0, ¢ possibile trovare un compatto piu

t, > 00
grande K, 5K tale che vy, ()€ K,, per ogni ue I. Infatti basta prendere
e=sup L (y,) e considerare K,=:{xe V[d(K,x) <<}

Onra, fissato u € I, si ha che la successione {Y,n ()} di punti di K; ammette
una sottosuccessione {Y,ni (u)} convergente ad un punto g€ K,. Da cid, poiché
L (Y'”i) — 0, e poiché, come si osserva facilmente, d (Y'"i u),q) < d(Y‘n,- (u),q) +
5 L(Y‘n,-)’ per ogni u€ I, si ha:

() v, @} —q vue I,

e la convergenza & unmiforme rispetto ad u.
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La formula (3) ci assicura che ¢ certamente contraddetta la condizione 2 a),
ed inoltre che & possibile trovare per le curve v, delle omotopie H, ~di dia-
1 1

metro arbitrariamente piccolo (il che contraddice anche la condizione 2 b)), svi-
luppando il seguente argomento di convessita. Quando la curva Yi, € abbastan-
za vicina al punto ¢, prendendo una « sfera geodetica» ([3]) di centro g e rag-
gio e=2L (y,), ogni punto y, (u) pud essere congiunto al punto ¢ con una
unica geodetica minimale di lunghezza < e. Allora, indicando con S?! il bordo
del disco unitario chiuso D2 < R?, consideriamo I’applicazione H’ : D* — v
che manda S! in V mediante Yt,» il centro o di D* nel punto g, e ogni raggio
[0,p ()] = D2 dove p(u)e S*, uel e p:I—S' & una parametrizzazione
di S? tale che p (0) =p (1), (il quale raggio ha lunghezza 1), nell’unico arco

geodetico minimale che congiunge ¢ al punto vy, (%), e cid in una maniera « li-
n
neare »:

d(g, H' (9)
== 0 voe [0,p (w)],
Ty 01 [0, ()]
dove d ¢ la distanza, in V, relativa alla metrica g, e || -|| & la norma euclidea.

L’applicazione H’ ¢ allora una omotopia, definita su D2, tra la curva chiusa v,
n
e la costante ¢, di diametro arbitrariamente piccolo; ma, come ¢ noto, (v. [4])

ad H' corrisponde una omotopia H definita su I X I, e con lo stesso diametro.
Cio completa la dimostrazione.

OsservazioNE B. La nozione di «cusp quasi-isometrico» si ispira alla
nozione classica di «cusp» in geometria iperbolica (v., per esempio, [5]), di
cui & la generalizzazione. In dimensione 2, un cusp iperbolico & dato dal quo-
ziente H2/T', dove H? ¢ il piano di Lobadevskij e I' ¢ una sua isometria di tipo
parabolico, cio¢ con un solo punto fisso all’infinito. Ogni cusp iperbolico & un
cusp quasi-isometrico.

OsservaziONE C. Un cusp quasi-isometrico definisce un « bout » nel sen- .
so di Freudenthal-Hopf (v., per esempio, [6]).
Le seguenti figure illustrano i differenti tipi di « cusps»:

Fig. 1. — Toro con cusp di tipo 2 a). Fig. 2. — Sfera con cusp di tipo 2 b).
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N

ProposizioNe 1. Se {y,(u); é un cusp quasi-isometrico per la metrica g

di V, la ¢ anche per ogni metrica g' di V che sia quasi-isometrica a g.

Dimostrazione. Sia g’ una metrica riemanniana di V, quasi-isometrica
alla metrica g: dunque esiste un diffeomorfismo f: V — V ed esistono due co-
stanti A, pu > 0 tali che:

*) Mol =1 @l =ullol Voe TV.

Sia {y,(«)} la famiglia di curve differenziabili che costituiscono il «cusp »
di v per la metrica g, e consideriamo y, =:foy, : I — V; la famiglia {v; (w)}
¢ allora una famiglia differenziabile di curve differenziabili chiuse di V. SeL (vs)
e L' (f o v, indicano, nell’ordine, le lunghezze di vy; e di fo v, (relative risp.
alle metriche g e g'), poiché f ¢ una quasi-isometria, se p verifica la (4) si ha
[2] L' (foys) < wL(y,), per ogni te [0, + co); dunque lim L' (fovy,)=0.

t—+o0

Proviamo ora che vale la proprieta 2. E ovvio che se ogni curva y, non &
omotopa a costante, anche ogni curva fo vy, non ¢ omotopa a costante. Infine
sia, per ogni ¢, vy, omotopa a una costante b e sia H, 'omotopia. Poiché f ¢ con-
tinua, f oy, ¢ omotopa a & == f(b), per ogni te [0, + o00); sia H = :fo H,
I’omotopia. Essendo f una quasi-isometria, se d’ indica la distanza relativa alla
metrica g’ e se A verifica la (4), si ha [2]: Ad (H,(x), H,(y)) < d' (f(H, (%),
fH, (), Vx,ye I x TeVte [0, 00);si ha dunque A diam H, < diam H;,
Vte [0, + co). Da questa disuguaglianza e dalla formula (1), ponendo ¢’ =12x ¢
segue allora:

diam H; > ¢ >0 vte [0, + o0).

Il numero ¢’ non dipende da ¢ e neppure dalla omotopia: infatti ad ogni
omotopia H, si pud associare I'omotopia H,=:f-! -H;. La proposizione &
cosi completamente dimostrata.

2. Sia ora V una varieta differenziabile compatta, di dimensione m > 2,
£ una qualunque metrica riemanniana su V e # una qualunque foliazione dif-
ferenziabile, di dimensione 2, di V.

Ricordiamo (v. [7]) che una foliazione di dimensione p (o di codimen-
sione ¢ =m — p) e di classe C” di una varietd m-dimensionale V (di classe C?,
§ >7) ¢ una decomposizione di V in sottoinsiemi connessi disgiunti {F,} 4,
chiamati foglie, con la seguente proprieta: ogni punto di V ha un intorno U
(detto intorno « distinto ») e un sistema di coordinate locali di classe Cr (x, %) :
U —Rr x R? tali che, per ogni foglia F,, le componenti di U ) F, (dette
« placche », v. [8]) sono descritte dalle equazioni:

y! = costante, ..., y?== costante.
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PropPosIZIONE 2. La geometria asintotica di ogni foglia ¥ di V non contiene
una metrica per la quale ¥ abbia un cusp.

Dimostrazione. Se (V,g) & una variethd riemanniana compatta, allora (v.
[3]) esiste €, > 0 tale che, per ogni e positivo e minore di ¢,, ¢ possibile rico-
prire V con un numero finito N, di intorni « convessi» W, ..., Wy , cio¢ tali

€

che due punti qualsiasi x,ye W;(i=1,...,N,) possono essere congiunti
con una unica geodetica minimale che ¢ tutta contenuta in W e la cui lunghezza
¢ minore di ¢/2. Ogni W} ¢ una «sfera geodetica» di centro un certo punto

;€ V e raggio ¢/4; se indichiamo con W, la sfera geodetica, sempre di centro
i £g N g 1Y

€
pi, ma di raggio €/2, sard ancora V= W,.
i=1
Sia ora # una foliazione differenziabile, di dimensione 2, della varieta
(V, g). Supponiamo, per assurdo, che una foglia F abbia un cusp quasi-isome-
trico relativo alla metrica indotta gp. Poiché V & compatta, essa pud essere rico-
perta da un numero finito M di intorni aperti «distinti» Uj, ..., Uy; indi-

cando con U; un altro intorno aperto « distinto » che contiene propriamente U’

M
(f=1,...,M), si ha ancora V== U;. Se ¢ > 0 & una costante che ve-
i=1
rifica la condizione 2b), possiamo sempre supporre diam U; < ¢/2 e diam
U; < ¢. Osserviamo che, per = abbastanza piccolo (¢ < mind (0U; , oU,)

dove O indica il bordo), si ha che se W; " U5 g, allora W, < U;.
Consideriamo ora la famiglia {y,(#)} delle curve che costituiscono il cusp
della foglia F. Poiché lim L (y;)=0, 3¢, tale che L () < e/2. Sia ¢

t—> 400

un punto della curva Yt,(#); 3] tale che ge W;. Sia ¢ un qualunque altro punto
della suddetta curva; poiché L (y,) < ¢/2, sara anche d (¢, ¢) < ¢/2 e quindi
T, (w)e ‘Wj per ogni u€ I, cio¢ la curva e, ¢ tutta contenuta in W; e si ha
Y1, (W) € F W, per ogni ue I

Ora, il punto ¢ ¢ contenuto in un intorno distinto U;, ed essendo W;
MU} o, si ha W, < U; e quindi la curva T, ¢ tutta contenuta in U;. Poiché
la curva ¢ un insieme connesso, essa ¢ tutta contenuta in una sola placca. Ma le

placche si possono prendere diffeomorfe ai dischi aperti di R2, quindi, sono
semplicemente connesse. Allora la curva chiusa Yt, DoN pud non essere omo-

topa a costante, e cosi si esclude il caso 2 a). Quindi la curva y, ¢ omotopa a
costante, nella placca. Sia H,0 Pomotopia; poiché la placca & contenuta in U,

ed essendo diam U; < ¢, si contraddice I'ipotesi 2 b) secondo la quale dovreb-
be essere diam H,0 > c.

Dunque si perviene ad un assurdo.
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