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RENDICONTI

DELLE SEDUTE
DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Seduta del 12 aprile 1986

Presiede il Presidente della Classe EDOARDO AMALDI

SEZIONE I

(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Analisi matematica — L’ equazione Ay u + ay, (%, y) — —I—

+ ao (%, y) 37 + ag (x,y) u = F (x, y). Calcolo dell’indice dei problemz

al contorno e soluzioni deboli. Nota di ALBERTO CIALDEA, presentata ()
dal Socio G. FicHERA.

SuMMARY. — It is proved that Lopatinskii’s condition is necessary and sufficient
for problem (2.5) to be an index problem. A method is given for the determina-
tion of the index.

Come annunciato nell’introduzione di [1], in questa Nota considererd an-
cora il problema (1.1). Precisamente, dopo aver fornito un metodo per il cal-
colo dell’indice del problema e dopo aver introdotto soluzioni generalizzate, di-
mostrerd che la condizione di Lopatinskii & necessaria e sufficiente perché il
problema sia ad indice.

1. CALCOLO DELL’INDICE

In un campo semplicemente connesso e limitato Q del piano avente per
frontiera X == 0Q una curva di Jordan semplice di classe C*+, consideriamo
il seguente problema ®:

(*) Nella seduta del 12 aprile 1986.
(1) Per le notazioni, cfr. [1].

13. — RENDICONTTI 1986, vol. LXXX, fasc. 4
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(1.1) ue #(Q) , Lu=Fin Q , Bu=G su %

essendo (F, G)e C*(Q) x C*(2) e:

L= AZ + ay (z) D= a,€ & (ﬁ)
Jal<1
(1.2) {
B— Y b,(2)D* bee C(3).
Bl=1

In §1 e §2 supporremo che B verifichi la ben nota condizione di Lopatin-
skii: come ricordato in [1], cid equivale a supporre: b3 (2) + b2, (2)5 0, per
ogni ze€ 2.

Si dice che un problema differenziale ¢ ad indice se accade che il numero
delle autosoluzioni del problema omogeneo e il numero delle condizioni di com-
patibilita, alle quali devono soddisfare i dati, sono finiti. In tal caso si chiama
indice del problema y,, la differenza tra questi due numeri. Nel caso del pro-
blema (1.1), y, ¢ la differenza tra il numero delle autosoluzioni linearmente
indipendenti del problema omogeneo:

(1.3) ue #(Q) ; Lu=0 in Q ; Bu=0 su X

e il numero delle condizioni (I.2.5) ®.

1) Nelle dette ipotesi, si ha: y,— 7y, dove y, & Pindice dell’operatore
S ®: 5 ==dim A (S) — dim A (S¥*).
In base al Teorema 2 di [1], si ha che il numero delle condizioni di com-
patibilita del problema (1.1) ¢ uguale alla dimensione di A.(J*), dove I & 'ope-
ratore introdotto in detto teorema. Poniamo:

Fo: Lo (Z) — Lo (D)

d
fo@:f@(l)a—szbglz—tldsg

=

e sia Ag=A(%,). Si ha: dim A, =1®. Fissato un %,7%0, u,€ A,, ed un

(2) Qui e nel seguito con (I.2.5) intendiamo la (2.5) di [1].
(3) Per la definizione di S, cfr. [1].

(4) Se @, @, € A,, scegliamo (¢, ¢;) # (0, 0) tali chec, Jcpl ds + ¢, f@z ds = 0.
b b

Allora la funzione k(2) = f[cl o1 () + ¢3 93 (®)]log | 2 — €| dsy € continua in
=
C, & convergente a zero all’infinito ed & costante su X; allora deve essere k () = cost.
Vz e C, essendo k armonica in C — X. Da teoremi di teoria del potenziale si trae: ¢; ¢; +
+ ¢y @3 = 0.
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b

Ce Le(X) tale che f Cupds=1, e posto Pov= < J Co ds) Uy, risulta: L7 (Z) =

=A QA essendo A; = A (P). Possiamo supporre nella rappresentazione
(I1.2.1), p€ A;; infatti, se o€ C*(Z) si ha:

J‘cp(C)log|z——C|d.s§=fcpo(§)log]z———§|dst_—]— <P1(C)10g|z——cld5c

z z z

o€ Ay, ¢1€ A;. Dal fatto che g,€ A,, segue facilmente:

f@o(i)loglz—tldsc—:cost. 2€ Q.

z

La rappresentazione (1.2.1) con g€ A, ¢ unica; infatti se
1
Z—;fq;(z)log 2 —C|d~ + fcp(C)log lz—C|ds;+c=0
Q T

segue =0, o€ A,, e quindi ¢ =0, ¢=0.

Indichiamo con g la restrizione di 7 a L7 (Q) x A; X C. E facile dedurre
che u,,...,u, sono autosoluzioni di (1.3) linearmente indipendenti (in. Q) se,
e solo se, le relative (4, 9,,¢) -+ m» Pm»Cn) sOno autosoluzioni linear-
mente irdipendenti dell’equazione: 7 (¢, ¢ ,¢)==0. In altre parole il numero
delle autosoluzioni linearmente indipendenti di (1.3) & uguale alla dim A (7).
Abbiamo quirdi:

(1.4) 7y = din A (F) — dim A (7¥).

Sia ora: (U, @1,¢) .- Um> Om» ) una base di A (F) e siano (1,
fas 05, e Mgy s, 0y) tali che: (R I '("I"m’cpm’cm)’ (7\1>P*1vb1)’

, (Mg, ks, b;) & una base di A (7). Possiamo supporre y;,...,u € Ay ®
e quindi non pud essere s > 1: infatti, se fosse s > 2, poniamo

(@) =5 [m@log 12— L ld s+ [ma(@logla—Llds;+ 2,
Q =

Poiché u, appartiene all’autoinsieme di (1.3), esistono delle costanti v}
tali che (sono sottointese le sommatorie):

(5) Altrimenti, posto p; = w4k, y., eA,h=0,1; =1, , ) risulta
(V¥ p.], b)) cA (%) e puo essere espresso come combinazione 11neare d1 (c};z sy @iy Ci)e
Sostituendo p; con uj si ha ancora una base.



188 Atti Acc. Lincei Rend. fis. — S. VIII, vcl. LXXX, 1986, fasc. 4

1 ) . .
0@ =5 [Yib@log s —Cldm+ [vion(Qlogls—C[dsg+ rher
o bt
Allora deve essere:

1 [ .
Oz-é;tj[ﬁ,%(t)——x,,(c)] log | #— ¢ | dr, +
(1.5) °
+ [Whe O — (ONlog 15— T dse +(h ei—B)

z

e quindi: v, ¢;— u,€ Ay. Poiché dim Aj=1, esisteranno delle costanti @
tali che: Pt} @;— B*u,=0. Da cid e dalla (1.4) & facile dedurre che
("I"l » 1 cl) Yt (\bm > Pm > cm) ’ (7‘1 » s bl) yrr (7\3 » s bs) dovrebbero  es-

2

sere linearmente dipendenti, e cid & assurdo. D’altra parte (0, ¢,,c,) con

CPOG A-O)CPO';‘E'O €

=—|p(Q)log [z —T[ds

b

appartiene ad A (J) e quindi: dim A () =dim A () + 1.

Per la (1.4): y, =y, — 1L

Poniamo ora 2, ({ ,¢,¢)= (Y, S @), Z, =T —%,. Essendo #, un ope-
ratore compatto, si ha: y, =1y, @ E facile verificare che dim A (%)=
=dim A (S*).

Infine se (¢;,..., 9, & una base di A (S), si ha che i vettori (0, ¢,,0),

.»(0,9,,0), (0,0,1) formano una base di A (%,). Quindi dim A (%,) =

=dim A (8) + 1. Allora: y, =y, — =14 —1=7,.

L’interesse di questa formula risiede nel fatto che y, si pud calcolare espli-

citamente mediante la formula di Muskhelishvili ®: ¥, = ! ,I:log - l,c :l .
27 e+ 10 s

2. SOLUZIONI DFBOLI.

Indichiamo con 277 lo spazio delle funzioni # tali che:
I) ue Lr(Q);
IT) A,ue L7 (Q) (A,u & nel senso delle distribuzioni);
ITI) esistono f,e L7 (Z) (| « | < 1) tali che:

(6) Cfr. [2], [3].
(7) Cfr. [4].
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ffooais'vds=—f‘v(fwx- + fup)ds
@.1) = ®
f(quv_vAzu) d'r:_fl:fooga\j”_‘v(—fm}) +fo13"):| ds

Q

per ogni ve C= (C).
Mostriamo che, se le f, esistono, sono uniche: infatti, se

f[foo—a%v—~v(—fmy—|—f01x):|ds=0 V ve C= (C)

=

allora foo=0, —f,9 + fo #=0; dalla (2.1) si trae:

jv(ﬁoz+fo,y'>ds=0 Voe C= (C)

=

e quindi fio# + fo, y =0, ossia f,=0 (|« | <1).
E ovvio che H2? (Q) c .7 e che, se ue H2?(Q), f, coincide con D= uly
nel senso usuale delle tracce. &7 ¢, perd, piu ampia di H?? (Q).

Dato un operatore al contorno B, con Bu intenderemo: | Tv.. bg (2) fa (2)-
Bl<1

2) Se ue of? e st ha Ayu=01n Q, —:—uzo su X, allora u = cost.
s
in Q.
Dalle (2.1) segue:

ffooaivds—_—o V oe C=(C)
s
x

e quindi foo=c¢,, con ¢, costante. Ancora dalle (2.1):

2.2) quzvdfr:——cof—a—'vds+J‘v S uds voe Co (C).
ov ov
z

Q P

In particolare si deve avere:

v

fv—g—uds::O Voe C®(C); Ayo=0
b
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e quindi: —aa;uz(). Allora da (2.2), per le formule di Green:
v

f(u—‘CO)Ag‘Ud.T:O Vv e C®(C)
Q

e questo implica la tesi.

3) ue P se, e solo se, esiste (Y, q,c)e L7 (Q) X L?(Z) X C tale che:
1
(2.3) u(z):;;—f&{a(l)log |z —C|dr, + f:p({) log |[x—C|ds, 4 ¢
Q b
Sia u dato dalle (2.3); poiché la funzione
1
—f¢(§)10g |zg—C|dry+ ¢
27
Q
appartiene ad H2? (Q) = /P, bastera mostrare che
Jcp(Z)log |z — ¢ |ds,
!

appartiene ad .«7?. Poniamo:

foo(z)=f<p(l)10glz—§|d~v<

z

0
Sz

2.4 ! fo &) =—ym0(2) + |90 I:x -

—-y—%;]bg |x—Clds,

d d

| @)=t + [o (055 +2— |l lx—T1ds
=

Si ha: f,e L7 (Z) e inoltre:

i ]
frod+fun 3= [0 (8) 5~ log [+ — L] ds,
z

—fad =g (5) + [9(D) o log | 2= L] d
z
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Sia ora {p,} € C*(X) tale che ¢, ¢ in L? (X) e sia:

un<z>=f<pn<z:)logxz~:xdsg

z
u,e C**(Q) e si ha:
/ Gl 6]
/fungvds:— f-v?sunds
b 5
voe C= (C)
)J.uAvd f(u av vau>ds
T = — Y — U —
! n =2 nav av n
\Q z

Dato che gli operatori che compaiono a secondo membro nella (2.4) sono
continui da L7 (2) in L7 (X), passando al limite si ottiene la tesi.
Viceversa, sia u€ o/?; posto

W@ —u(@)— 5 [Mu(@)log |z — L |dr,

risulta: we &P, A, w==0. Dalle (4.1) si trae:

J—f—wds=0
cs

z

e quindi esiste una ¢ € L? (Z) soluzione dell’equazione integrale singolare:

0 0
[0 o g la— 2 lds= 2w,

z

Allora la funzione

h(z):w(z)—fcp(?;) log | 2 — | ds,
b5
appartiene ad &% (per quanto dimostrato nella prima parte del teorema) e si
Gl
ha: . h=0. Dal lemma 2 segue la tesi.
s

E interessante il seguente corollario:

4) Se ue P si ha che ue H'? (Q), foo=1u |y nel senso usuale delle trac-
ce e inoltre sussistono, per q.0. 3,€ X, le seguenti relazions:
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lim —E%‘_ u(®)=/fwn(z) ; lm ‘aa; U (2) = fo (20)

2 —=>z9 YV 2> 2

+ +
su vz su v

La dimostrazione ¢ immediata.
Osserviamo che dall’essere ue H? (Q), A,ue L?(Q) non segue, in ge-
nerale, che u€ /7, come mostrano semplici esempi.

Consideriamo L, B dati da (1.2); per quanto detto ha senso il problema
seguente:

(2.5) vex? ; Lu=F ; Bu=G

essendo (F, G)e Lr (Q) x Lr(X).

Nelle dimostrazioni dei Teoremi 2 ¢ 3 di [1], ¢ contenuto il seguente ri-
sultato:

5) Dato (F,G)e L7 (Q) x Lr(X) esiste una soluzione di (2.5) se, e
solo se, (F , G) verifica le (1.2.5). Inoltre il numero delle autosoluzioni linearmente
indipendenti del problema omogeneo (F =0, G =0) ¢ finito e si ha: y, =7, .

3. SUFFICIENZA DELLA CONDIZIONE DI LOPATINSKII.

Il Teorema 5 mostra che il problema (2.5), verificando B la condizione di
Lopatinskii, ¢ un problema ad indice.

La condizione di Lopatinskii & anche necessaria perché il problema (2.5)
sia ad indice.

6) Condizione necessaria e sufficiente affinché il problema (2.5) sia ad in-
dice & che sia verificata la condizione di Lopatinskii.

Basta dimostrare la parte necessaria. Dire che il problema (2.5) ¢ ad indice
equivale a supporre che I'operatore J ha le seguenti proprieta:

dmA(7) <o ; R(T)=%(F) : dmA(T*) <oo.

Allora anche l'operatore %, (definito in §1) gode delle stesse propriet,
giacché differisce da J per un operatore compatto ®. Da cid segue facilmente che:

dimA(S) <o ; 2(S)=Z(S) ; dimA(S*) < co.

Posto: HAo=p¢ + Sy (p,0,S, sono stati definiti in §1 di [1]) si
avra:

(8) Cfr. [2], [3].
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dmA (X)) <oco ; ZH)=z(H) ; dmAA*) <oo.

Allora o ¢ riducibile e quindi vale il teorema dell’alternativa. Sulla base
di un principio generale dell’analisi funzionale ®, sussistono le seguenti mag-
giorazioni:

inf o+ ol, <KX ol Voe L7 (Z)
99 €A(X)
(3.1)
Looinf o+l <K [ *Y |, Vye L2(Z) .
QJOGA(J{*)

Sia {m; |i=1, ..., m} una base di A (") e {;€ C*(2) tali che

ftimdszsij @@, j=1,...,m).
o

m
Posto P o = 3 f C;pdsm;, dalla prima maggiorazione (3.1) segue che
i=1
p

esiste una costante C tale che:

3.2) lell,<CU Aol + || Pell) Voe L7 (2).

Supponiamo che cid non sia vero; esiste allora una {¢,} = L?(Z) tale che:
lenlly >n (2 ully + | P @y lly). Posto w,=y/l@,[l, si ha:

(3:3) lwallp=1 5 [Pw,l,—>0 ;5 [ Hw,l,—>0.

Da (3.1) segue allora che esiste ¢0e A (") tale che:

E facile dedurre: || w, — Pw, |, —0 e da (3.3) segue un assurdo. Analo-
gamente si ottiene:

34 b lly =D A*bll, + 1QY ) Ve L1(2)

con Q operatore degenere: L7 (Z) — A (X°*).

Supponiamo che non sia verificata la condizione di Lopatinskii: esiste un
%€ X tale che p%(z,) 4+ o2(%)) =0. Esisteranno due costanti H >0, 0 <
< h <1 tali che: ~

(3.5) 168 (3) + 0> (3) | <H | s.—s, I ze 3.

(9) Cfr. [3], p. 75. In questo paragrafo con |- |lp (|| - lly) intenderemo | - |lL? ()
- e ).
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Sia ne N tale che:

(3.6) n>—

Supponiamo, inoltre, che sia 1 < p < 2; esiste una costante y tale che:

(3.7) lel,<xllel Voe L1 ().

Dalla (3.2) si deduce per induzione che esistono una costante C, ed n ope-
ratori degeneri P; tali che:

(3.8) lol, =< Call Ao I+ 3 IPs21,) Voe v (3).

Poiché * ¢ = pp — S, (c¢), possiamo scrivere: #* ¢ =pp — S, ¢ +
-+ Te, con T operatore compatto da L7 () in L”(Z) per ogni 1 < r << 00 (9,
Da (3.4) segue allora:

[dlly =D Meb—0Sedll, + 1T ll, + Q1) Ve L1(Z).

Inoltre esistono una costante D, e 2 # operatori compatti Q; tali che:

(39) 191 <Dl —oSrdl,+ X 1Ql) Ve LiE).

Si prova inoltre che esiste un operatore compatto M, da L*(X) in L7 (X)
tale che

(3.10) (p—0So)" (¢ + 580 0 — (¢ + o) @ + M, o
Da (3.7), (3.8), (3.9), (3.10) si trae:
oty <vCa (11, + 2P 00) <
v Ca Dy (Il(o —aS0" (o + 380 o, + L Qi+
+jz=‘,"l(n b—aS)Pel+ 5 1Q:Pe ) <
(162 + 00l + 311G ) Voe L1 (D)

dove T', & una costante che dipende da p ed n, Q) soro operatori compatti ed
=(2n + 1) (n + 1). Supponiamoora che supp ¢ = X, ={ze X | [s,—s; | =
< &}
Da (3.5) segue:

/
loll,<T,Hrew g, + T, (z | Qe uq) Voe Li(E), supp ¢ < 3.
h=1

(10) Infatti si ha: Sy(69) = Sz (6 (§) — 6 (2)) ¢ (§) + 0 (2) Sy @.
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E possibile costruire una successione {¢,,} tale che:

1
Supp ¢ < X 3 Ilcpm||oo=2—€ vme N

1 \Ve 1\
u %—cpsnp:(—) - <pm—<pan=(—>
o4 g

vm,se N, m=% sV,

Dalla compattezza degli Q, segue:

(L) < rmo (L)
€ €

e questo, dovendo valere per ogni ¢ > 0, & assurdo, essendo le costanti I, , H
indipendenti da ¢ ed nh + % — 719— > 0, in virtu della (3.6).

Per p > 2 si dimostra in maniera analoga, scambiando fra di loro i ruoli

della (3.8) e della (3.9).
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