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. s . . ou
Analisi matematica. — L’equazione Ay u + ay (x, ) " + an (%,

) %ﬁ + aw (%, y)u=F (x,y). Teorema di esistenza per un generale

problema al contorno. Nota di ALBERTO CIALDEA, presentata *) dal
Socio G. FICHERA.

SuMmmMARY. — Necessary and sufficient conditions are given for the existence of
smooth solutions of the differential equations (1) with the boundary conditions (2).
Coefficients of (1) and (2) are only supposed Hélder-continuous.

La presente & la prima di quattro Note che hanno come oggetto una teoria
dei problemi al contorno per l’equazione lineare alle derivate parziali di se-
condo ordine di tipo ellittico, che considererd nella sua forma canonica:

Ou ou
(1) Dpu + ay (x,y) Fm + a (2, 9) @ +an(x,y)u=F(x,y)

in un campo limitato Q del piano x,y avente per frontiera una curva chiusa
di Jordan X di classe C1+2,

Circa i coefficienti a,,, ay , @y supporrd soltanto che essi siano funzioni
(a valori complessi) appartenenti alla classe C* (Q). Alla (1) associerd una gene-
rale condizione al contorno del tipo seguente:

@ b (s) g + b (5) 5+ o ()4 =G ()

nella quale b, , by, , by, sono funzioni (a valori complessi) del punto 3 = (x , y) @,
variabile su X, appartenenti alla classe C* (X).

I problemi che studierd per il sistema (1), (2) — in questa Nota e nella suc-
cessiva — sono quelli consistenti nell’assegnare condizioni sufficienti e condi-
zioni necessarie su by, by, perché il problema sia ad indice, ¢ quando venga
considerato in spazi di soluzioni nel senso classico, € quando per esso vengano
considerate soluzioni generalizzate. Pit precisamente, in questa Nota mi li-

(*) Nella seduta dell’8 marzo 1986.

(1) In questa e nelle successive Note, con z indicherd sia il punto (x, ), sia la
variabile complessa x + 7y.
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miterd a considerare soluzioni in senso classico e fard vedere che, se & verifi-
cata la ben nota condizione di Lopatinskii, il problema & ad indice. Tale ormai
classico risultato verra integrato dalla esplicita determinazione delle eventuali
condizioni di compatibilita per i dati e da analoga costruzione delle eventuali
autosoluzioni del problema.

In una Nota successiva a questa, fard vedere che i risultati gia stabiliti
per le soluzioni in senso classico sussistono anche per soluzioni generalizzate,
la considerazione delle quali permettera di dimostrare che la condizione alge-
brica anzidetta perché il problema sia ad indice & anche necessaria.

L’interesse di questa prima Nota e della successiva & soprattutto di or-
dine metodologico. Ritengo altresi non irrilevante la generalitid concessa ai coef-
ficienti sia della (1) che della (2). Cid sembra segnare un progresso rispetto ai
metodi fondati sulla teoria delle funzioni analitiche di una variabile complessa
e su estensioni di questa, che, per equazioni o sistemi lineari ellittici in due va-
riabili, sono stati impiegati da I.N. Vekua [15], R.P. Gilbert [7], [8], W.L. Wen-
dland [16] e da altri.

Presumo che i metodi da me impiegati possano estendersi a sistemi ellit-
tici pitt generali, quali considerati in [7], [8], [16].

Maggiore interesse di novita ritengo abbiano la terza e quarta Nota, che ho
dedicato al sistema (1), (2). Infatti nella terza considererd il problema della mag-
giorazione della soluzione (o della classe di equivalenza di soluzioni del proble-
ma (1), (2)) mediante i dati in varie forme con [l'intento di fornire indicazioni
quanto pit ampie possibili sui coefficienti delle maggiorazioni.

L’ultima nota, infine, studiera il problema della completezza nel senso di
Picone ® di sistemi di soluzieni particolari della equazione omogenea asso-
ciata alla (1):

) But o a0 (3, 3) g+ (¥,9) 5 + o (3,9)u—0.

Come sottoprodotto di tale analisi, si otterranno teoremi del tipo Runge ®

per la (3) nelle generali ipotesi assunte per i coefficienti.

1. PRELIMINARI

Sia Q un aperto semplicemente connesso e limitato del piano della varia-
bile complessa 2 ==1ux - ¢y avente per frontiera X = 0Q una curva di Jordan
semplice di classe Cl+,

Nel prosieguo indicheremo con p un numero 1 < p < co e con ¢ l’espo-
nente coniugato: ¢ =p/(p —1).

(2) Per una esegesi del concetto di completezza nel senso di Picone, si veda [1].
(3) Cfr. [16].
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Indichiamo con L7 (Q) (L? (X)) la classe delle funzioni misurabili su Q
(su X) a valori complessi di potenza p-sima sommabile su Q (su Z). Con H*:? (Q)
indichiamo la chiusura di C* (Q) nella norma seguente:

Ilu ”H’M’(n) — l(aékll Dru ”f.”@)w )

Con C*(Q) (C* (X)) denotiamo la classe delle funzioni a valori complessi,
continue su Q (su X), verificanti una condizione di Hélder uniforme su Q (su
Y) per qualche esponente 0 < 2 < 1. Con C* (Q) indichiamo lo spazio delle
ue C*¥ (Q) tali che Dxue C*(Q) per |a |=k.

Sia fe L7 (Q); poniamo

.?f(z):ff(C)loglz——Cld‘rc.

Ci serviremo delle seguenti proprietd di &:
I) Se fe C*(Q) allora Zfe C*(Q).
II) Se fe L7 (Q) allora &fe H>? (Q) si ha:

I Zf lu2p @ < C I fllLt @ Vfe L7 (Q).
IIT) Se fe L7 (Q) si ha: Ay, Zf(2)=2=nf(2) per q.o. 3€ Q &,
Sia dato un operatore al contorno:

B— b, (2) Db bye C*(Z).
Bl<1

Data una ¢e L?(X) consideriamo l'operatore & cosi definito:

Zo ()= [ o (9log |+ — ¢ | ds;.
Se pe C*(X) allora Zoe CH(Q) ™ e ha senso quindi considerare I'ope-
ratore seguente: S¢ = B Po.
Ricordiamo alcune delle proprietd di S ®:

I) Se ¢e C*(X) allora:

IS¢ lLe e <CllelLr e

e quindi 'operatore S si pud prolungare a tutto L7 (X).

(4) Per 1) cfr. [5], p. 413; per II) e 1I1) cfr. [17] e la bibliografia ivi citata. Per
p = 2 cfr. anche [6], [9].

(5) Cfr. [5], p. 401.
(6) Cfr. [2], [3].
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II) Detto prolungamento coincide con un operatore integrale singo-
lare e precisamente (il punto indica la derivata rispetto all’ascissa curvilinea

s su X):

So (2) == (boy # — by 5) 70 (2) + j o (0) B,log | = — ¢ | ds,.
=

ITI) Per q.0. z€ X si ha (v::o ¢ la normale in 2, interna ad Q):

lim B2 (2) = So (2) -
2 —)2’0

+

su v
%0

Indichiamo con S* l’operatore traspos‘o di S, ossia I’operatore da L2 (X)
in Le(Z) tale che

fScptLdSzfcpS*nleS . e lr(Z),beLi(z).
)

=

L’operatore S* gode di proprieta analoghe a quelle di S; in particolare si
ha (v;0 ¢ la normale in g, esterna ad Q):

S% Y () — (bu# — bod) =6 (=) + | 4 (%) By log | x— ¢ |dsg,

J
P

lim | ¢ (¥)Belog | 2— C| dsy = S*{ () (q.0. %€ X).

S ed S* si scrivono usualmente anche sotto un’altra forma: posto

1 ¢ (D) s 1 ? (9
So@—‘ﬁ—Lmdz ’ Su‘P—'T?Lz_‘—_CdC,
+ +

si ha
~8p(5) =0 ()9 (2) + o (5)So 9 () + 7o (3),

T S* o () =p (@) 9 (s) + 5§ (09 + T *9(3),
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essendo J un certo operatore compatto da L7 (X) in L7 (Z) e

P=b012'7“b10y ’
(1.1)

o :_‘(blox + 1701_)7) .

Osserviamo esplicitamente che si ha: p? + o2 =102 + 82, .

Vogliamo infine richiamare alcune delle proprietd degli operatori riduci-
bili ™. Sia 'T' un operatore lineare e continuo tra due spazi di Banach B e B’.
T & detto riducibile se esiste un operatore 'T” : B’ — B lineare e continuo tale
che T" T & un operatore di Fredholm, ossia 'T" T =1 + 7, dove I & la identita

B e J & un operatore compatto da B in se stesso.

Per un operatore riducibile sussiste il principio della alternativa: ’equazione
T (¢) =1 ¢& risolubile se, e solo se, { & ortogonale a ogni autosoluzione del-
P'equazione T* (J) =0.

Si dimostra, inoltre, che T' & riducibile se, e solo se, la dimensione del-
P'autoinsieme di T, A (T), & finita e il codominio # (T) & chiuso in B’. Non
sempre la dimensione di A (T*) & finita; perché cio accada & necessario e suffi-
ciente che la dimensione di A (T") sia finita, essendo T’ un qualsiasi operatore
riducente T.

Osserviamo infine che se b + 83,540 per ogni ze X, Poperatore
S :Lr(Z) - L?(X), introdotto precedentemente, risulta riducibile e la di-
mensione di A (S¥) risulta finita. In tal caso, come operatore riducente S, si
puod prendere il seguente operatore:

_ p(®
—92+0'2

5 ()
At o

5" ¢ (2) ¢ (2) — So ¢ () -

2. 'TEOREMA DI ESISTENZA

Poniamo:
U (Q)={ue C* Q)N C2(Q) | Ayue C*(Q)} .

1) La funzione u appartiene a % (Q) se, e solo se, esiste (Y, ,c)e
Cr(Q) x C*(Z) x C tale che:

(2.1) u(z)=%f¢(§)log|z—§|_d¢;—|— fcp(t)loglz—ﬁldsc—i—c.
Q z

(7) Cfr. [2], [3).
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Sia ue % (Q). Poniamo ¢ = A, u e

w(z):u(z)——-—z%an(Z)loglz——C | drv .

Si ha: we C** (Q) ; A, w =10. Consideriamo !’equazione integrale singo-
lare:

(22) [o) 2 tog 15— 15 =5 0o (s€ 3).

Esiste una ¢ € L? (Z) soluzione di (2.2) se, e solo se, il termine noto & or-
togonale alle autosoluzioni dell’equazione:

6]
[ 40 - tog 15—t a5 =0,
St
b5
che, si vede facilmente, sono le costanti. Poiché si ha:

o d
- — —_ A
J swd=0 , —weC (),
X

esiste una ¢ € C* (2) soluzione della (2.2). Allora la funzione:
w@— [ ¢ @log|z—]d
z

deve essere costante in tutto Q e quindi si ha la (2.1). Il viceversa & ovvio ®.

Poniamo:
L=A,+ a, (2) D= a,e C* (Q)
Ja <1
(2.3)
B= Z bg(z)Dﬁ bge C(Z).
[Bl=1

(8) Nella (2.1) si pud eliminare il termine ¢ se, e solo se, esiste una {, tale chz:

f Y@ log| 2 — ¢ dsy =1, 2 € Q, o, equivalentemente, che f e@log|z —C|dsy =
z =

=0, ¥ e Q<> ¢ = 0. Questo in generale & falso; basta considerare Q = D (0, 1).
Osserviamo che casi come questo possono essere eliminati con delle omotetie (cfr. [11],
p. 185).
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D’ora in poi, salvo avviso contrario, supporremo che B verifichi la condi-
zione di Lopatinskii . Per un noto teorema cid equivale a supporre che ’ope-
ratore S (introdotto in §1) & di seconda specie, ossia che &%) (2) + %, (2)%0
per ogni g€ X A0,

Consideriamo il problema seguente:

(2.4) ue % (Q); Lu=F in Q; Bu=G su X

essendo (F, G)e C*(Q) x C*(Z).
2) Dato (F,G)e C*(Q) x C*(X), esiste una soluzione di (2.4) se, e
solo se:
(2.5) J.F‘P‘j dq:-l—fG(des: G=1,...,0)
Q T
essendo {(V';,d;)} una base per le autosoluzioni in 12 (Q) X L2 (Z) del sistema

Seguente:

b+ 52 [40) B a(ODlogls— T dr+

1
a2 [ B B@Dtlog st de—0, s,
2.6) | ¥
jd«(?:)l;: 4o (€) Dilog | 5— ¢ | de; + S% ¢ (3) =0, ze,
al <1
Q

z

Lo
(per la definizione di S* cfr. §1). Inoltre (¥';,6;)e C*(Q) x C* ().

Sia u sollijzione di (2.4). Allora esiste (, ¢,c) appartenente a C* (Q) x
x C*(Z) x C tale che valga la (2.1) e inoltre:

al] <

(@4 g 3 a@ D [§(Qlog s — Tl de +
Q

+ X aa(z)D“fcp(Z)log[z———C|dsC—|—caoo(z)=F(z) ze Q
@7 |

1
ﬂm%]bﬁ(z)mgfd»(aloglz—-CIdr§+S<p(z)+

=

L + ¢byy (2) =G (2) . ZeX.

(9) Cfr. [10].
(10) Cfr. [14].
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Posto:
1
Tib =5 B @D [4 Qg lr—ldx,
Q
Tio= 3 0 (@) D [ (Qlog |5 — L] ds,
<1 5
1
.7'3¢=2—7t—m]£1b5(z)DBfnp(z)log]z——C]d*rC,
Q

possiamo riscrivere il sistema (2.7) cosi:
b+ T W +T o9 + cap=F,
(2.8)
T3 + So + chyy=G .
Definiamo il seguente operatore Ab:

T:Lr(Q)xLrZyx C — Lr(Q) x Lr ()
Wyp,0) > +T 19 +T20 + cayp,7 34+ S ¢+ cby)

J & un operatore continuo riducibile: infatti, detto S’ un operatore riducente
S, e posto 7' (f,g)=(f,Sg,0), si ha che 7' : L7 (Q) X L7 (Z) - L7 (Q) X
X Lr(Z) X Cécontinuoe 7' T (Y,¢,¢)={ +T ¢ +T .0 + cay, S S¢ +
+ S' T3¢ + 8 (cbyy) , 0). L’operatore che associa a $ € L (Q) la funzione:

(2.9) fdz(z:)D:::logsz-cmrc (Ja]<1)

¢ un operatore continuo da L7 (Q) in H*»?(Q) e poiché H*? (Q) ¢ immerso
compattamente in L7 (Q), detto operatore, pensato come operatore da L7 (Q)
in se stesso, ¢ compatto. Da cid segue che 7, : L? (Q) — L7 (Q) & compatto.
Inoltre, dal fatto che 'operatore di traccia da H%? (Q) in L? (X) & compatto (12,

si deduce che 7, : L? (Q) — L7 (£) & compatto.

(11) Si noti che 7, (L? (Z)) = L7 (Q). Infatti se ¢ ¢ L? (2), per ogni & ¢ L7 (Q)
si ha:

fh(z) f e (O D;log| # — ¢ dsy dr,
Q z

< [1e@! [z 1 3@ dudse< o
= Q

. 1 .
giacché: ———— | h(z)| dr; ¢ L2(Z). Da cid segue 7, ¢ €« L? (Q) (cfr. ad esem-
| 2 — ¢ 2
Q

pio [18], p. 166, vol. I).
(12) Cfr. [4].
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Infine 'operatore che a ¢ L7 (X) associa

f@(C)DZIOgIz—CIdSC (lal<1)
=

¢, a meno del segno, 'operatore trasposto di (2.9); per un teorema di Schau-
der % si ha che questo operatore & compatto da L? (X) in L2 (Q). Valendo cio
per ogni 1 < p < oo (e quindi per ogni 1l < ¢ < 00), segueche I, : L? (2) —Le
(Q) & compatto. Essendo S’ S un operatore di Fredholm, si trae che 7’7 & un
operatore di Fredholm.

Allora esiste una soluzione di (2.8) in L7 (Q) X L7 (Z) X C se, e solo se,
(F, G) & ortogonale a ogni autosoluzione di 7* (¥, ¢) =0, ossia del sistema
(2.6). Inoltre, poiché la dimensione di A () & finita, essendo tale la dimen-
sione di A (S'), si ha che la dimensione di A (7 *) ¢ finita. Dall’esistenza di una
soluzione di (2.4) segue quindi che sono verificate le (2.5).

Viceversa, sia (F, G)e C*(Q) x C*(Z) verificante le (2.5). Allora il si-
stema (2.8) ammette una soluzione (¢,¢,¢) in L?(Q) x L7 (Z) x C. Mo-
striamo che dall’essere (F, G)e C*(Q) X C*(Z), segue: (J,0)e C*(Q) X
X C* (Z). Precisamente facciamo vedere che dall’essere (§, ¢) e L? (Q) x L7 (2)
soluzione di:

f‘l“‘l’yﬂp‘l‘yz@:f’

(2.10) (f,8)e CH(Q) x C*(Z)

| So+700 =g
segue: (¢, 9)e C*(Q) x C»(T). E sufficiente supporre 1 < p < 2. Da (2.10)
si trae: S¢ + T3 (f—T 0 —T, ¢) =g. Inoltre, poiché le funzioni (2.9) appar-

tengono ad H*? (Q), per i teoremi di immersione di Sobolev ), si ha: 7, $ €
€ L*(Q), dove s=2p[(2 —p). Le funzioni:

fflq»(cwzlogfz—c | dr,
Q

appartengono quindi ad H'*(Q) ed, essendo s > 2, si ha:
Ty T, Q)é C*(X). Allora ¢ ¢& soluzione di un’equazione del tipo
(2.11) Sp—T 3T, =h “ he Cr(Z).
Osserviamo che si ha:

fsfch=f<p(c)f(z,c)dsa
=

(13) Cfr., ad esempio, [3], p. 101.
(14) Cfr., ad esempio, [12].

7. — RENDICONTI 1986, vol. LXXX, fasc. 3
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dove

A (2,0)= ; ba(z)faa(C)Dgloglc—CnglogIz—-C|d'rc
Ja[<1 [B]=1 :

Poiché o (z,06)=0 <log i |>(15>, si ha che 7, J, ¢ & limitata.

Dall’equazione (2.11) si deduce che ¢ & limitata . Allora 7,9 € L"(Q)
con 7 > 2 (7; per i teoremi di Sobolev, 73 7, g C*(X). Essendo Sp e C*(2),
si trae pe C*(Z) %, Poiché T,9e Cr(Q) e y=—T ¢ —T 40 + f, § deve
appartenere a L*(Q), ;¢ a C*(Q) e quindi: e C*(Q).

Allora la funzione u data da (2.1) con (Y, ¢, ¢) soluzione del sistema (2.8)
& soluzione di (2.5).

Infine, che le autosoluzioni di (2.6) siano Hélderiane, si dimostra analoga-
mente a quanto fatto per le soluzioni di (2.7).

Osserviamo esplicitamente che la (2.1), quando (§, ¢ ,¢) & autosoluwione
del sistema:

¢+fl¢+7z¢+caoo=0

T3+ So + cbyy =10

fornisce una rappresentazione esplicita delle eventuali autosoluzioni del pro-
blema omogeneo:

ue % (Q); Lu=0 in Q; Bu=0 su X.
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