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Misura e integrazione. — Convergenza debole di misure su spazi di
Sfunzioni semicontinue. Nota di GIaANNI DarL Maso ®, Enxnio DE GIor-
G1*» e Luciano Mobica ®*, presentata ***» dal Corrisp. E. DE GIORGI.

SumMARY. — Given a complete and separable metric space X, we study the weak
convergence of sequences of measures defined on the space & (X) of all real-valued lower
semicontinuous functions on X as well as on the space # (X) of all closed subsets of X.

INTRODUZIONE

Una recente impostazione del problema dell’omogeneizzazione stocastica
(vedi [12], [18], [14], [1], [17]) nell’ambito della teoria della I'-convergenza
di funzionali integrali (vedi [11], [4], [5], [10]) ha messo in evidenza I’oppor-
tunitd di studiare in modo sistematico la convergenza debole di successioni di
misure di probabilitd definite su uno spazio di funzionali semicontinui.

A tale scopo si considerano uno spazio topologico X, che nelle applica-
zioni sard in generale uno spazio di funzioni (ad esempio X =L? (Q) o X ==
= Wm? (Q)), e l'insieme & =% (X) dei funzionali inferiormente semicontinui
su X. Considerazioni di carattere variazionale, relative alla ricerca dei minimi
dei funzionali, portano ad introdurre su.¥ una topologia compatta, legata alla
teoria della I'-convergenza.

Questa topologia non soddisfa in generale 1’assioma di separazione di Haus-
dorff, e, in molti casi interessanti, non esistono funzioni reali continue su &
che non siano costanti (vedi [2]). Quindi occorre usare un tipo di convergenza
debole di misure simile a quello considerato in [16] e [8].

Lo scopo di questa Nota & enunciare alcuni teoremi sulla convergenza debole
di misure definite sui boreliani di.#, nell’ipotesi che X sia uno spazio metrico
completo e separabile.

Questi Teoremi da un lato comprendono come casi particolari molti risul-
tati dimostrati in [11], [4], [9] e [15], ove lo spazio dei funzionali considerati
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risulta metrizzabile, dall’altro risolvono positivamente diverse congetture for-
mulate in [6].

Le dimostrazioni, esposte in altra sede (vedi [3]), si fondano sulla possibi-
lith di immergere lo spazio ¥ (X) nello spazio.# (X X R) dei chiusi di X X R,
dotato di una topologia legata alla convergenza d’insiemi di Kuratowski, e su

alcuni teoremi relativi alla convergenza debole di misure definite sui boreliani
di.# (X X R).

1. MISURE SULLO SPAZIO DEI FUNZIONALI INFERIORMENTE SEMICONTINUI

Sia X uno spazio metrico completo e separabile, ¢ sia. ¥ =9 (X) I'insieme
dei funzionali

$:X >R=RU {— o0, + oo}

inferiormente semicontinui su X. Per ogni sottoinsieme A di X consideriamo il
funzionale f :¥ — R definito da

(L1) fa(b) = iniﬁb ()

per ogni $ €.

Indichiamo con ty; la meno fine tra le topologie su-¥ rispetto alle quali i
funzionali f, siano superiormente semicontinui su.¥ per ogni A aperto in X
ed inferiormente semicontinui su.# per ogni A compatto in X.

Ricordiamo brevemente alcune proprieta della topologia t); dimostrate

in [2].
1. La topologia t); ¢ compatta e sequenzialmente compatta.

2. La convergenza indotta da ty; sulle successioni coincide con la I' (X~) —
convergenza (vedi [7], Definizione 1.1).

3. Se lo spazio X ¢ localmente compatto, allora ty; ¢ metrizzabile.

4. Se ogni sottoinsieme compatto di X ha parte interna vuota, allora ogni
coppia di aperti non vuoti della topologia =y; ha intersezione non vuota. Ne
segue che, in questo caso, Ty; non soddisfa l’assioma di separazione di Haus-
dorff, e le uniche funzioni reali continue su & rispetto alla topologia t); sono
le funzioni costanti.

Indichiamo con Z (&) la c-algebra su.¥ generata dalla topologia ;.
ProrosizioNE 1.1.  La c-algebra % () é la meno fine tra le c-algebre su
& che rendono misurabili, per ogni A aperto in X, le applicazion: fp definite in (1.1).

Indichiamo con . (&) l'insieme delle misure non negative e limitate su
(&2 (7))
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DeriNizIONE 1.2, Diciamo che una successione () in A/ () converge de-
bolmente ad una misura y. della classe M (F) se sono soddisfatte le seguenti condi-
ziont :

(a;)  per ogni aperto & della topologia
u(€) < liminf u, (6);
h— o

(a;)  per ogni chiuso & della topologia ;.

w (6) = limsup p, (&).

h— oo

Si dimostra facilmente che le condizioni (a,) e (a;) equivalgono alle seguenti
proprieta:

) per ogni funzionale f:¥% — R inferiormente limitato ed inferiormente
semicontinuo rispetto alla topologia 7y si ha

f fdy < liminf J Fdun;

h— o
%

(6,) per ogni funzionale f:¥ —R superiormente limitato e superiormente
semicontinuo rispetto alla topologia ty; si ha

f fdu > limsup J Sfdps.
h—> o
%

Si pud dimostrare che la convergenza debole su # () gode delle seguenti
proprieta:

(¢;)  se wp=yp per ogni A, allora (u,) converge debolmente a y;
Cy se converge debolmente a p, allora ogni sottosuccessione di (w,
Ha g & g s
converge debolmente a p.;
(¢3) se (wy) non converge debolmente a p, allora esiste una sottosuccessione
di (w,) che non contiene alcuna sottosuccessione debolmente conver-
gente a w;
¢ se converge debolmente sia a u che a v, allora p=yv;
m ge debolment u ch llora p.
(¢s) se la successione (p, (<)) ¢ limitata, allora la successione (p,) ha una

sottosuccessione debolmente convergente.

Le proprieta (c,), (cs), (c5) si riassumono dicendo che la convergenza de-
bole su # (&) soddisfa gli assiomi degli spazi #* di Kuratowski (vedi [13] § 20).

Indichiamo con ., (%) l'insieme delle misure di probabilita su (<%,% (£)).
Dalle proprieta (c,), ..., (¢;) si ottiene facilmente il seguente Teorema.
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TeoREMA 1.3. Lo spazio M, (&), dotato della convergenza debole per suc-
cessiont introdotta dalla Definizione 1.2, é uno spazio L* sequenzialmente compatto
e con unicita del limite.

Il seguente Teorema consente di stabilire la convergenza debole di una suc-
cessione di misure verificando le diseguaglianze (b;) ¢ (b,) soltanto su una classe
ristretta di funzionali semicontinui. Consideriamo i funzionali f:¥ — R della
forma

(1.2) f($)=p(nfé (x),...,infé (x)),
xeA x €A
1 n
ove n & un numero naturale, 8 : R» —~ R & una funzione limitata, continua e
crescente (rispetto all’ordine prodotto su ﬁ"), ed A,,..., A, sono sottoinsiemi
di X.

TroreMA 1.4. Una successione (w,) in M () converge debolmente ad una
misura . della classe M (&) se e solo se sono soddisfatte le seguenti condizioni :

(d)  per ogni funzione f del tipo (1.2) con n arbitrario ed A,, ..., A, com-
patti in X st ha

h—> o

ffd“ < liminf | fdu,;
7

(dy)  per ogni funzione f del tipo (1.2) con n arbitrario ed A, , ..., A, aperti
in X st ha

depz. > limsup ffdp.h.
P h— o P

Illustriamo ora il significato variazionale della convergenza debole su ./ (&).
A tale scopo utilizzeremo le diseguaglianze (b;) e (b,) con opportuni funzicnali
semicontinui f.

Fissiamo un numero naturale 7z ed una funzione B : X* x R” — R continua

e limitata, tale che x — B (x, ) sia crescente su R” (rispetto all’ordine prodotto)
per ogni x=(x; . ... x,)€ X" Per ogni sottoinsieme A di X" consideriamo
il funzionale f§ :# — R definito da

(13) fﬁ@)): lngﬁ(xl’)xn>¢(xl)"(I)(xn))

per ogni ¢ €. Notiamo che i funzionali introdotti in (1.2) non sono altro che
i funzionali della forma (1.3) corrispondenti ad un insieme A del tipo A; X ..
X A, e ad una funzione B indipendente da x,,...,x,.
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ProrosizioNE 1.5. Se A ¢ compatto (risp. aperto) in X*, allora il funsio-
nale f definito in (1.3) & inferiormente (risp. superiormente) semicontinuo su ri-
spetto alla topologia ;.

Applicando le diseguaglianze (b,) e (b,) ai funzionali f§ definiti in (1.3),
si ottiene facilmente il seguente Teorema, che costituisce la naturale estensione

allo spazio .4 (&) del Teorema che lega la I" (X~)-convergenza alla convergenza
dei minimi (vedi [7], Corollario 2.4)

TeorREMA 16. Sia (u,) una successione debolmente convergente ad una mi-
sura p. in M (FL) e sia G un aperto di X*. Supponiamo che esista un compatto K
di X" contenuto in G, tale che

wi (b fE O FA Sk (@)} =0

per ogni h. Allora

p({des fE @) F# Sk 4 =0

[ f6du— tim | Edua.
. h— oo
14

Introduciamo ora la nozione di funzionale aleatorio.

DeriNizioNE 1.7. Un funzionale aleatorio (inferiormente semicontinuo su
X) ¢ una applicazione misurabile da uno spazio di probabilita (Q, 7, P) nello spazio
misurabile (& , % (&)).

Sia (Q,<7, P) uno spazio di probabilita e sia @ : Q — una applicazione.
Dalla Proposizione 1.1 segue che ® ¢ un funzionale aleatorio se e solo se le fun-

zioni fa o ® : Q —R sono ./—misurabili per ogni A aperto in X. Ricordiamo
a questo proposito che

(fa ° @) (w) = ir;f\ [© ()] (x)

per ogni we Q.
Indichiamo con # (X) la c-algebra dei boreliani di X. Il seguente Teorema
fornisce un criterio per stabilire se ® sia un integrando aleatorio.

TeOREMA 1.8. Se @ ¢ un integrando aleatorio, allora I'applicazione (o , x) —
— [® ()] (%) df Q >X in Reé¢ss X B (X)-misurabile. Viceversa, se lo spazio
di probabilita (Q,s7 , P) é completo e applicazione (o, x) — [® (0)] (x) & X
X # (X)—misurabile, allora ® & un integrando aleatorio.
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Per ogni funzionale aleatorio @ indichiamo con pg la legge di probabilita
di @, cio¢ la misura su (&, % (<)) definita da

o (6) =P (@71 (8))

per ogni &€ # (). 1l seguente Teorema stabilisce il legame tra la T' (X-)—con-
vergenza dei funzionali aleatori e la convergenza debole delle corrispondenti

leggi di probabilita.

Teorema 1.9. Sia (®,) una successione di funzionali aleatori su X, tutti
definiti sul medesimo spazio di probabilita completo (Q , ,P). Supponiamo che
per ogni we Q la successione (D, (0)) ' (X~)-converga verso un elemento ® ()
di &. Allora Uapplicazione @ : Q —~ ¢é un funzionale aleatorio e la successione
di misure (p.q,h) converge debolmente alla misura p.g.

2. MISURE SULLO SPAZIO DEI CHIUSI

Sia X uno spazio metrico completo e separabile, e sia.# —% (X) I'insieme
dei chiusi di X (compreso I'insieme vuoto @). Per ogni sottoinsieme A di X
.consideriamo I’insieme

(2.1) Fpr={FeF :FNA#£g}.

Indichiamo con <y la meno fine tra le topologie su# per le quali gli insiemi
F , siano aperti in &, per ogni A aperto in X, e chiusi in &, per ogni A compat-
o in X.

Sia e: ¥ (X) -Z (X x R) lapplicazione che ad ogni funzione ¢e& (X)
associa il suo epigrafico e (¢), definito da

e(@)={(x,)e X X R:¢(x) <t}.

Sia y F (X) =& (X) I'applicazione che ad ogni chiuso Fe# (X) associa
la sua funzione indicatrice y (F), definita da

0 se xeF,

[X(F)](x)={
+ oo se xeX—F.

Il legame tra la topologia v, su#, ¢ la topologia Ty, sus, & dato dalla se-
guente proposizione.

ProrosizioNE 2.1.  L’applicazione e: & (X) — % (X X R) é un omeomor-
Sfisma tra & (X), con la topologia ©yy, e la sua immagine, con la topologia indotta da

8. — RENDICONTT 1985, vol. LXXIX, fasc. 5
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vy. L'applicazione y :F (X) - (X) é un omeomorfismo tra F (X), con la topo-
logia <v, e la sua immagine, con la topologia indotta da ~y.

Le proprieta della topologia v, su#, sono quindi analoghe a quelle della
topologia Ty, su¥’, esposte nel capitolo precedente. Il ruolo avuto, in.%, dalla
I’ (X)-convergenza ¢ assunto, in %, dalla classica convergenza d’insiemi nel

senso di Kuratowski (vedi [13], §29).
Indichiamo con % (%) la c-algebra su# generata dalla topologia y.

PrROPOSIZIONE 2.2. La o—algebra # () é generata dagli insiemi della forma
F a, definiti in (2.1), con A aperto in X.

Indichiamo con .# (#) l'insieme delle misure non-negative e limitate su
(F ,%B(F)) e con M,(F) 'insieme delle misure di probabilita su (F , Z(F)).
La definizione di convergenza debole su .# (#) si ottiene dalla Definizione 1.2
sostituendo lo spazio % con & e la topologia Ty, con ty.

Si pud allora dimostrare il seguente Teorema, dal quale si ottiene facilmente
il Teorema 1.3 utilizzando gli omeomorfismi forniti dalla Propozione 2.1.

TrOoREMA 2.3. Lo spazio M (F), dotato della nozione di convergenza debole
per successioni, é uno spazio L* sequenzialmente compatto e con unicita del limite.

Il seguente Teorema, analogo al Teorema 1.4, fornisce una caratterizzazione
della convergenza debole su ./ (%).

‘ TrorREMA 2.4. Una successione () in M (F) converge debolmente ad un
elemento . della classe M (F) se e solo se sono soddisfatte le seguenti condizioni :

(ey) per ogni G aperto in X

w(Fg) < liminf p, (#c);
h— oo

(es) per ogni K compatto in X

w(Fx) = I;msup wa (Fx);

()  w(F)= lim u,(#).

h— oo

La dimostrazione dei Teoremi 2.3 e 2.4 si basa sulle proprieta delle misure
della classe .# () espresse nelle seguenti proposizioni.

ProposizioNE 2.5. Sia pe A (F). Allora
w(Fg)=sup {u(Fk) : K compatto, K = G}

per ogni G aperto in X.
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ProposiZIONE 2.6. Siano w,ve M (F). Se p(F)=v(F) e p(Fg)=
=v (Fx) per ogni K compatto in X, allora p—.

ProposIzIONE 2.7.  Se (w;) e p vertficano le condizioni (e;) ed (e,) del Teo-
rema 2.4, allora

w (Fk) =inf {liminf u, (Fg) : G aperto, G 2 K} =
h — o

=inf {limsup p,(#g): G aperto, G 2 K}

h—> o

per ogni K compatto in X.

Le dimostrazioni dei Teoremi 1.3 e 1.4 si basano sui risultati ottenuti nei
Teoremi 2.3 e 2.4 e sugli omeomorfismi forniti dalla Proposizione 2.1.
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