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Fisica matematica. — Sottopotenziali energia libera per Disteresi
meccanica ®). Nota di CLauDIO GIORGI %), presentata (=) dal Socio
D. GrarFrL

Summary. — This paper deals with free-energy lower-potentials for some rate-
independent one-dimensional models of isothermal finite elastoplasticity proposed in [1].
Extending the thermodynamic arguments of Coleman and Owen [3] to large deforma-
tions, the existence, non-uniqueness and regularity of free-energy as function of state
are deduced rather than assumed. This approach, along with some optimal control
techniques, enables us to construct maximum and minimum free-energy functions and
a wide class of differentiable potentials compatible with the given constitutive relations.

1. INTRODUZIONE

Con questa Nota intendo completare I’analisi dei sottopotenziali energia
libera per un modello unidimensionale di materiale elasto—plastico proposto e
studiato in un recente lavoro da B. Lazzari e da me [1]. In quel lavero, oltre
alla dimostrazione di alcune proprieta generali, viene caratterizzato I’elemento
minimo ¢, della classe U dei sottopotenziali energia libera, ma rimangono aperti
alcuni problemi, tra i quali la caratterizzazione dell’elemento massimo ¢ di U
e la sua regolarith (¥, nonché l'esistenza di altri sottopotenziali « regolari » (cio&
di classe C') oltre a ¢,.

Nella prima parte del presente lavoro vengono richiamati brevemente i
risultati gia ottenuti in [1], mentre nella seconda parte si da una caratterizzazione
completa di . Poiché anche $ risulta una funzione regolare dello stato, si dimo-
stra 'esistenza di una sottoclasse non numerabile V di U costituita da sottopo-
tenziali regolari. Per ottenere tali risultati le tecniche utilizzate in [1] non sono
sufficienti. Essi si fondano in maniera essenziale sull’esistenza di particolari pro-
cessi « quasi-reversibili » che connettono gli stati a stress nullo del sistema (vedi
Lemma 2.1) e quindi dipendono dalla particolare natura del modello studiato.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito delle attivita del G.N.F.M. del C.N.R. e dei
progetti di ricerca ministeriali 40% e 609%.
(**) Dipartimento di Matematica. Universita di Bologna.
(***) Nella seduta del 18 maggio 1985.

(1) Il Teorema 3.1. in [1] stabilisce =olo l’esistenza e la inferiore semicontinuita
di ¢ richiamandosi ad una teoria molto pili generale (vedi [2], [3]).
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Nell’ultima parte, infine, si costruiscono due sottopotenziali regolari ¢+
e ¢~ che non appartengono a V, dimostrando cosi I’esistenza di un’altra classe
W di funzioni energia libera regolari. E interessante osservare che le funzioni
@t e @~ rappresentano I’energia meccanica di due sistemi materiali ipoelastici
governati da equazioni costitutive strettamente correlate al modello elasto-
plastico considerato.

Tutti i sottopotenziali regolari cosi caratterizzati sono unimodali nelle va-
riabili da cui dipendono e possiedono un minimo globale per ¢ =0. Tali pro-
prieta, che non si osservano per il modello della elastoplasticita perfetta (vedi
[3], [4]), oltre che fisicamente rilevanti sono anche estremamente utili nell’analisi
della stabilitd del moto. Ricollegandoci a recenti lavori su problemi di stabilita
per equazioni costitutive di tipo viscoelastico [6] e perfettamente elastoplastico
[7], mostreremo in una Nota successiva [5] come applicare detti risultati allo
studio di un «oscillatore dinamico elasto-plastico » (o « dangling spider system »).

Ricordiamo infine che risultati dello stesso tipo sono stati ottenuti dall’au-
tore per una classe di materiali dotati di isteresi magnetica [8].

Riassumiamo ora brevemente i risultati ottenuti in [1].

In quel lavoro si studia il comportamento di una classe di materiali elasto-
plastici soggetti a deformazioni finite isotermiche governati; nel caso piu gene-
rale, da una relazione costitutiva del tipo:

(1.1) 6 (1) =2 (o (t), = (£); sign & (£)) & (¥)

dove ¢ e ¢ rappresentano rispettivamente lo sforzo («true stress») diviso per la

densita di massa e la deformazione («logarithmic strain »). Inoltre, A & una funzio-

ne reale definitasu D, X {— 1,1}, con D, ={(c,¢)e R?: |6 —p2e| < o}.
Ponendo c* =0 — p?e, la (1.1) pud essere espressa nella forma:

& * (1) =% (* (), = (t);sign ¢ (2)) = (2),

dove 2* (6*, ¢; sign €) =2 (c* + u2¢, ¢; sign €) — p2 Si suppone inoltre che
la funzione A* goda delle seguenti proprieta (vedi [1] Osservazione 2.1):

I) le funzioni A+ =2a%* (c*,¢; + 1) € A~ =2n*(c*,¢; —1) sono suffi-
cientemente regolari da permettere che i problemi di Cauchy associati a (1.1)
con € =+ 1e ¢ = —1 ammettano sempre una ed una sola soluzione assolu-
tamente continua che dipende con continuith dal dato iniziale in D* = {(c¥* , ¢) €
e R2:|o*| < a};

Iy 0 <A*(o*,¢; 4+ 1)=2*(—0o*, —e; —1) <M per ogni (c*,
e)e D¥;

ITI) lim 2*(c*,e;—1)540,

Hm A% (o*, &5+ 1)/ a—o* | < + 00 @

o*—>a

(2) La III)s & condizione sufficiente affinché il problema di Cauchy per (1.1) am-
metta soluzione in Dy per ogni ¢ > 0 (cfr. [1], nota 4).
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Dopo aver richiesto che la deformazione si possa decomporre in modo
tale che:

e=¢ 4+ ¢"
(1.2)

o* =5 (&)

si caratterizza la funzione s supponendo I’esistenza di particolari processi non
reversibili, detti di «scaricamento elastico », durante i quali la componente &
(deformazione plastica) rimane costante. Affinché tali ipotesi siano compatibili
con l'equazione costitutiva (1.1), la funzione A* deve essere indipendente da

e (vedi [1] Teorema 2.1). In tal caso, s & univocamente determinata dalla
equazione differenziale

d
(1.3) o (&)Y=n*(s(¢"); —signe’), s(0)=0

e per le proprietd I)-IIT) essa risulta una funzione di classe C! monotona cre-
scente e dispari da (— B, B),Be R+, su (—a, a). Applicando la trasforma-
zione biunivoca (1.2) di D* in D —={(¢', ¢’)e R*: | ¢’ | < B} e tenendo conto
di (1.3), dall’equazione (1.1) si deducono le seguenti relazioni (vedi [1] eq. 2.12):

e (t)=A (¢ (t); sign < (2)) < (£))

& (1) =[1—A (< (); sign & (B)] & (2

(1.4)

dove

1 se ¢ =0
(1.5) A (¢ ;sign ¢) =
A¥ (s (¢'); sign €)/a* (s (¢'); —signe’)  se £'540.

Si ¢ quindi dimostrato che il materiale definisce un particolare sistema di-
namico, detto «sistema materiale elastoplastico» (vedi [1] Teorema 2.2), con
processi di entrata PeII, (P (t)= ¢ (t), t€ [0, d,)), spazio degli stati X =D
e funzione di transizione p ((¢', &), P) = (¢’ (¢), " (¢)) dove &' (¢) e £” (t) rap-
presentano la soluzione del problema di Cauchy per (1.4) corrispondente al
processo P e al dato iniziale (¢’, €”).

Il lavoro meccanico compiuto dal sistema durante il processc P a partire
dallo stato (&', ¢’’) ¢ definito da:

,dP dp dp
(1.6) w((, s”),P)=J c ()P () dt=f o* (t) P (¢) dz + p.zf e() P () dt,
0

0 0
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quindi da (1.2) si ha
dp
@) D= [ o O O di+ 5 w2 () — o)
0
dove e=¢' + ¢"’.
Si dimostra quindi facilmente (vedi [1] Osservazione 3.2) che il lavoro mec-

canico w ¢ dissipativo, cio¢ non negativo sui cicli chiusi, se la funzione costitu-
tiva A* soddisfa l'ulteriore condizione:

IV) A*(s(¢'); signe’) < A*(s(e'); —signe’) per ogni ' 540.

La notazione qui utilizzata consente di ottenere i risultati relativi al caso
di materiali senza incrudimento (w2 = 0) sostituendo semplicemente alle gran-
dezze con asterisco le corrispondenti non asteriscate (D = D,). Per tali mate-
riali in [1] vengono dimostrate alcune proprietd generali dei sottopotenziali
energia libera normalizzati a zero nello stato (¢', ") =(0, 0) e viene caratte-
rizzato l'elemento minimo ¢, della classe U di detti sottopotenziali (vedi [1]
Teorema 3.1), cioe:

g/

(1.7) 2 (<) = f 5(3) dy,

0

per cui vale la proprieta

d' ! ’
- ()= () =o.

L’estensione di tali risultati al caso generale ¢ banale, in quanto per la (1.6)
ogni sottopotenziale energia libera normalizzato assumerd lespressione:

1
(1.8) V) =0 () + St (@ + ),
dove @€ U. In particolare avremo:
’ ’n ’ 1 ’ 17
(1.9) Yo (e &)= () + 5 w? (" + <),
da cui discende anche nel caso generale

o
s (&) =5 () pte—o* + pte—o.
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Osserviamo infine che mediante (1.3) & possibile esprimere sia ¢, sia {,
in funzione di (¢, c) ottenendo le espressioni:

(1.10) o (0) = f EdE(E ; —sign ),
_ - 1
(1.11) To (c* @:J EAE¥ (5 —signd) + —pret.

2. CARATTERIZZAZIONE DI @

Tratteremo dapprima il caso senza incrudimento (u2=0). L’elemento
massimo della classe U ¢ quindi definito da (vedi [2] ed in particolare [1] Teo-
rema 3.1.iii):

2.1) 6(<,Y— inf w(0,0),P)
ﬁ)(s:’,f-:")

dove

H(EI,E//):{PE l—[ : é ((O s O) s P):(8l , 8”)} .

In [9] viene fatto notare che ¢ (¢’, ¢”) rappresenta la minima quantita di
energia meccanica che occorre fornire al sistema per portarlo dallo stato (0, 0)
allo stato (¢’, ¢’’), mentre ¢, rappresenta la massima quantitd di energia che
pud essere prodotta dal sistema. Tale interpretazione fisica ¢ particolarmente
significativa ed & una caratteristica comune a tutti i sistemi dinamici dissipativi
con spazio degli stati completamente controllabile.

\

Il risultato principale di questa sezione ¢ il seguente teorema:

TrOREMA 2.1. L’elemento massima ¢ della classe U dei sottopotenziali energia
libera per il sistema materiale elasto—plastico considerato ha la seguente espressione:

(2.2) 5 () = f $(3) /A (v , signy)

dove A ¢ definita in (1.5).

Osservando che 0 < A <1 (vedi [1], p. 251) ¢ immediato verificare che
® > ¢@p. Mettendo in evidenza la dipendenza dallo stress o, la (2.2) pud essere
scritta nella forma:

(¢}

(2.3) 50)= [ 14N G, sign D).

0
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Per giungere a tale caratterizzazione di ¢ utilizzeremo le tecniche gia adot-
tate in [8]. A tal fine premettiamo la dimostrazione del seguente Lemma.

Lemma 2.1, GU stati a stress nullo, cioé appartenenti al sottospazio X, =—
={(¢', &")e X : & =0}, sono completamente controllabili mediante processi « quasi
reversibili », cioe dati due stati (0, <), (0, ¢)ye =, per ogni 3 > 0 esistono due

— <
processi Py, Pse 11 tali che:
: ~ 17 = 124 17 =g
) 2(0,¢'),P)=(0,¢ e [w((0,¢),P) | <3;

i) ¢ ((0,<),P)=(0,¢) e [w(0,g),P)|<3.

Dimostrazione. Se e = ¢, gli enunciati sono banalmente soddisfatti per
processi identicamente nulli. Per ottenere (i) e (ii) non & quindi restrittivo sup-
rr rr
porre g < g

(i) Iniziamo con la costruzione di un processo che connetta gli stati dati.
A partire da (0, ") applichiamo il processo P} (£)=1/A (¢, + 1) > 0 defi-
nito per e [0,d,),d, < B®.

Da (1.4) si ottiene facilmente ¢’ () =1 e quindi ¢’ (#) =¢; inoltre si avra
e (ty=(1—A(,+ 1))JA (¢, + 1). Indicando con g (¢) tale funzione risulta:

t

& (t) =< +J g () dr,
0

quindi, osservando che l'integrale a secondo membro diverge positivamente

per ¢ che tende a B (vedi nota (3)), possiamo concludere che esiste un istan-
te € (0, p) tale che:

T
g, —¢ =fg(~:)d*r.
0

Se d, =t lo stato finale & dato da p ((0, ), P{)=(c’", ¢’), dove ovvia-
mente ¢’ = t. A questo punto per ottenere lo stato (0, ¢,') basta applicare il

(3) Infatti risulta (vedi eq. 1.5):
A(t: + 1) = 7\(8(1), + 1)/)‘(3(t)’— 1) per te[oyﬁ)’
e poiché B = s~ (), dalla (III); e da (1.3) segue:

t

im [dejAG, + 1) = [dEAE, + 1) =+ o
0

t—B h

pertanto la funzione Pf : [0, B) >~ R non ¢ sommabile e quindi non appartiene a II
(vedi (1) nota (3)).
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processo P-(#)= —1,2e [0, %), tenendo conto di (1.4). Se indichiamo sin-
teticamente con P il processo ottenuto componendo quelli precedentemente

definiti, ciot P (f)="P{ * P~ (), tc [0,27) (vedi [1] (2.13)), otteniamo:

2(0,<),P)=(0,¢).

Per soddisfare anche la seconda parte di (i) occorre costruire un processo
che porti il sistema dal primo al secondo stato in modo che il lavoro meccanico
w sviluppato sia arbitrariamente piccolo. L’idea che si intende seguire consiste
nel trasferire il sistema da uno stato all’altro per piccoli passi, componendo pro-
cessi come quello precedentemente descritto.

A tale scopo poniamo A,=(s, —¢;')/n,ne N, e introduciamo la suc-
cessione {#,} in modo tale che:

T
(2.4) A, = f g(s)ds  per ogni n.
0

Fissato ne N, consideriamo il processo P =P} » P~ con P} e P~ definiti

come in precedenza su [0, %,). Se ora poniamo P,=P*Px...%P kvolte
per k=1,2,...,n, per quanto detto sopra si ottiene:

(2.5) 0 ((0,¢),PYy=0(0,¢ + k(s —e)n),

ed in particolare:
e ((0,¢),P)=(0, e.‘;l :

Calcoliamo quindi il lavoro @ corrispondente al processo ?n di durata 2 n¢,.
Dalle (1.6) e (2.4) si deduce l’espressione:

2ntn in

w(©, ) By = [ @ OF O+ Old=n s @) 0,

0 0

dove l'ultimo integrale ¢ calcolato lungo il processo Pj; pertanto, ricordando
(24),

'n

w ((0, s;,) !ﬁn) =n f s(t) g (¢) de Sns(Tn) An:s(_t_n) (82” - sil) .

0
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Tenendo conto, infine, che {,} & infinitesima e che s & continua, possiamo
concludere che per ogni 3 > 0 esiste n tale che:

(2.6) 0<w((0,¢),P) <3 per n>n.

(ii) In tal caso si segue un procedimento analogo al precedente, sosti-
tuendo a P il processo P=P7 % P+, dove P; (f)= — YA (—t,—1)=—
— 1A, +1) e Pr(#)=+1 per te [0, 7,).

Osservazione. Facciamo notare che il limite della successione di processi

{P,} per n — co non ¢ un processo di II. Infatti tale successione converge pun-
tualmente ad una funzione ovunque discontinua in quanto:

lim P%()=-+1 , lim P-(f)=—1.

t—>0+ t—0

Lo stesso dicasi di {P,}. In altre parole cio significa che non esistono pro-
cessi « reversibili » che connettono gli stati di Z,.

Dimostrazione del Teorema 2.1.

Dati (¢;, ¢,')e Z e Pe II, poniamo

dp

2.7) o () By= [ 5(< (0) & () dr,

0

dove (</(2), <" (1) =4 (&, ') , By per 1€ [0, d,). |
Se o ((s1,5),P)={(s;, &, ), in base alle (1.6) e (1.7) si perviene alla se-
guente espressione del lavoro meccanico:

‘ dp dp
@9 @@ P=[sE Ot [ oa=

=P (3;) — @, (51) +wp (7, ), P) .

La quantita wp rappresenta la frazione di lavoro che viene dissipata du-
rante il processo P. Infatti la funzione integranda a secondo membro di (2.7)
risulta essere sempre non negativa in conseguenza dell’ipotesi (IV) (vedi [1],
eq. 3.6).

Da cio e dalle (1.4) si ottiene:

29 0=<wp((E,5),Py=[ [ —A(E @), sign < )]s (< Q)P () de

I

dove T={te [0, d,): ¢ (£ P (f) > O}.
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Utilizzando ’espressione (2.8) la funzione ¢ definita in (2.1) assume la
seguente espressione:

e (e, ")y =0, () + _)inf' wp ((0,0),P).

H(el,z/l)

Per stimare quest’ultimo termine dalla (1.4) ricaviamo l’espressione
P)=c(@t)=c< (t)/A (' (t), signe’ (t)) per tel

e la sostituiamo in (2.9) ottenendo cosi:

(2.10) wp (0,0, P) > f 5 () 11’(; (ys;gsr"lg;y) dy

per ogni Pe ﬁ(s,,s,,) .
Per ottenere una maggiorazione dell’inf di wp osserviamo che per ogni ¢”
e per ogni P’ tali che ¢ ((0, "), P')=(¢', ¢"’) in base al Lemma 2.1 si ha:
inf wp ((0,0),P)< inf wp((0,0),P)+wp((0,5")P)=
—E(S' &) ﬁ>(o )

—up (0,3, P).

Se &’ =0 basta scegliere ¢’ =2¢"" ¢ P’ =0 per verificare che tale estremo

inferiore ¢ nullo e quindi @,= ¢ su X,.
Se &' 0 supporremo dapprima ¢ > 0. In tal caso possiamo scegliere

_;"ze"—fg(s)ds e PP=Pf,te[0,<)
0

per quanto gia osservato nella prima parte della dimostrazione del Lemma
2.1.1.). 1l lavoro dissipato vale pertanto:

e’

o (0, 5), P = [« (e ) ar.

0

Se invece ¢’ < 0 basterd sostituire a P} il processo P ed otterremo cosi:

—gt

wp (0, 2), P3) = j s (—2)

o

A(—t,—1)—1

dt
A(—t,—1)

in quanto nel primo caso ¢’ (f)=1, mentre nel secondo &’ (f)= —*.
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Possiamo quindi concludere che qualunque sia (¢',&” )e X risulta:

—>
(et ,err)

. : 1 —A(y,signy)
(2.11) inf wp((0,0),P)<<|s . d
° J K6, signy)

e pertanto da (2.10) e (2.11) segue:

e’

Jinf (0,0, P) = [s0) /A (5, sgn3) — ).

H(E/,Eu) 0

che prova il Teorema.

Osservazione. 11 sottopotenziale ¢ & di classe C! su (— B, B) e possiede
un minimo globale stretto in 0. Twuttavia, a differenza di ¢, non ¢& limitato (ve-
di nota (3)).

La relazione (1.8) permette di determinare immediatamente [’espressione
del massimo sottopotenziale energia libera nel caso generale, cioé:

el

A . 1 ’ 1
§E =[O A G, sigmy) + 5 1+ )

0

mentre da (2.3) si ha:

- v , 1
np(c*,s):fidi/x*(i,mgni)—}— ?y.zsz.

3. SOTTOPOTENZIALI REGOLARI

Abbiamo determinato nelle precedenti sezioni l’espressione del minimo
e del massimo per la classe U dei sottopotenziali energia libera del sistema ela-
sto-plastico normalizzati a zero nello stato (0, 0) ed abbiamo osservato che tali
funzioni, rispettivamente indicate con ¢, € ¢, sono di classe CL. Poiché U ¢& con-
vesso (vedi [2] Th. 3.3), I'insieme V delle combinazioni lineari convesse di ¢,
e di ¢, cioé

o () =710 () + (1 —7)¢ (") per ye[0,1],

fornisce una sottoclasse non numerabile di U costituita da sottopotenziali rego-
lari. Tali funzioni sono inoltre unimodali nel loro argomento e possiedono un
minimo globale stretto nell’origine.
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Analoghe considerazioni valgono anche nel caso generale. Occorre inoltre
rilevare che la presenza di incrudimento lineare garantisce la convessita di tali
sottopotenziali rispetto ad entrambe le variabili di stato e che quindi lo stato
(0,0) ¢ di minimo assoluto proprio su tutto lo spazio D.

In questa sezione vogliamo dimostrare che la sottoclasse V non esaurisce
I'insieme dei sottopotenziali regolari di U. Per maggiore chiarezza dei risultati
tratteremo il caso senza incrudimento e rappresenteremo lo stato del sistema

con la coppia stress-deformazione (¢, &) sottointendendo la dipendenza di tali
varjabili da ¢’ e & (vedi (1.2)).

TeoremA 3.1. Le funzioni regolari ¢+ e ¢~ definite da:

(3.1) ot (c)=f£d£/k E+1)
(3.2) ¢~ (o) =f EdEm(E—1)

appartengono a U, ma non a V.

Dimastrazione. Che tali funzioni non appartengano a V appare evidente
confrontando (3.1) e (3.2) con (1.10) e (2.3); risulta infatti:

_ $ (o) se 6>
¢t (o) =

@ (o) se ¢=<0

‘¢, () se ¢>0
5‘(G)={ )
¢ (o) se 6<<0.

(3.3)

Resta da dimostrare che appartengono ad U, cioé che verificano la defini-
zione di sottopotenziale (ved. [1], Definizione 3.1). Per funzioni regolari ¢ ciod
equivale a provare la seguente relazione:

d
(3-4) 3 P =c@®P®

per ogni Pe Il e per ogni ¢te [0,d,), dove P (f)==¢ (¢) e o (f) ¢ la soluzione
di (1.1) corrispondente a P.
Sia ¢ ="¢*; da (1.1) e (3.1) otteniamo:

i 9t (o (i))=—<P+(G @) o (@®)=0c () e @) A(c(t); sign e (©)/r (s (@); + 1)
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percio risulta

c(®)e() se ¢(f) >0

d _
— et (e (@)=
dt * {f(c(t))o-(t)'s(t) , se £(f) <0

dove f(c)=2xA(c; —1)ja(c; + 1).
Nel primo caso (3.4) ¢ soddisfatta in forma di uguaglianza. Nel secondo
caso osserviamo che in base all’ipotesi (IV) si ha:
>1 se o<0
(3.5) f() | =1 se 0=0
<1 se ¢<0.
Pertanto f(5) 6 > ¢ ed anche in questo caso (3.4) & soddisfatta.
Sia ora ¢ =¢~; da (1.1) e (3.2) segue:
o (2) () se (1) <0,

d
— o (c () = .
@® v <c(t)e(t)/f(6(t)) e £(t) > 0.

Poiché per (3.5) risulta ¢/f (6) < o, anche ¢~ verifica (3.4).
Le funzioni ¢* e ¢~ sono unimodali e dotate di minimo in ¢ = 0; inoltre,
in base a (3.3), non sono limitate:

lim g*(c)= lim g (c)=+ o0,

lim 3~ (c)= lim ¢ (¢)=+ co.

C~>—0 C—>—0

E interessante osservare che tali funzioni rappresentano l'energia mecca-
nica di due sistemi materiali ipoelastici descritti rispettivamente dalle relazioni
costitutive:

c}(t)zx(c(t);+1)'s(t),

3.6
oo s(t)=r(@();—1)=0),

(vedi [10], Teorema 1).

L’insieme W delle combinazioni lineari convesse di ¢* e ¢~, cio¢:
() =ver () + (1 +v)e () per ve[0,1],

fornisce un’altra sottoclasse non numerabile di U costituita da sottopotenziali
regolari.

15. — RENDICONTI 1985, vol. LXXVIII, fasc. 5
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Per costruzione V e W hanno in comune Ielemento corrispondente a y =
=1/2 e a v ==1/2. Pertanto, detto U’ il pil1 piccolo convesso di U che contiene
V e W, esso risulta costituito interamente dai sottopotenziali regolari ottenuti
mediante combinazioni lineari convesse degli elementi di V e W:

U’:{<P€U:<P:8cpy+(l—_8)q’v’3€ [O,l],(pYGV,cp\,GW}.

Qualora sia presente anche I'incrudimento (u?s£40), si perviene a risultati
analoghi. In particolare, i sottopotenziali del Teorema 3.1 sono dati da:

o¥*

1
q7+(c*,s)=fada/x(a;+1>+79252,

(3.7)

o¥* 1
47‘(6*»e>=fida/x(a;~1>+—2—wsz.
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