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RENDICONTI 
DELLE SEDUTE 

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI 

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali 

Seduta del 13 aprile 1985 

Presiede il Presidente della Classe GIUSEPPE MONTALENTI 

SEZIONE I 

(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica) 

Teoria dei gruppi. — Sulle S-partizioni strette nei gruppi locai-

mente finiti <*>. N o t a <••> del Socio G U I D O Z A P P A . 

SUMMARY. — A characterization of strict S-partitions in locally finite groups is 
given. 

Se G è un gruppo e S un suo sottogruppo si dice ^-partizione stretta di G 
un insieme E di sottogruppi H^ di G, contenenti S, tali che ogni elemento di 
G \ S appartenga ad uno ed uno solo dei sottogruppi H^. Se S = (1) le S-par
tizioni strette si riducono alle ordinarie partizioni. Una S-partizione stretta si 
dice banale sé consta di un solo sottogruppo (necessariamente coincidente con 
G). In un lavoro del 1966 [3] ho caratterizzato le S-partizioni strette dei gruppi 
finiti. 

Il problema di determinare le S-partizioni strette di un gruppo si ricon
duce subito al caso in cui S è antinormale cioè non contiene sottogruppi nor
mali 7^ (1) di G. Infatti, se N è l'intersezione dei coniugati di S in G, l'insieme 
S di sottogruppi di G contenenti S è una S-partizione stretta di G se e solo se 
Tinsieme 2 costituito dai sottogruppi H J N di G/N con H J G S è una S/N-
partizione stretta di G/N, e S/N è ovviamente antinormale in G/N. 

In [3] fu provato che se G è un gruppo finito e S un suo sottogruppo anti
normale 9^ (1), G è dotato di una S-partizione stretta non banale se e solo se 

(*) Lavoro finanziato parzialmente dai contributi del MPI e del CNR. 
(##) Presentata nella seduta del 13 aprile 1985. 
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è un gruppo di Frobenius e G = SN con S complemento di Frobenius e N p-
sottogruppo di Sylow normale (nucleo di Frobenius) dotato di una partizione 
non banale formata da sottogruppi normalizzati da S. 

Nella presente Nota questo risultato viene esteso ai gruppi localmente finiti 
e si approfondisce lo studio della struttura del sottogruppo N (sia nel caso di 
G finito che localmente finito), mostrando che H deve verificare una delle con
dizioni seguenti: a) N ha esponente p; b) il sottogruppo di Hughes H^ (N) (cioè 
il sottogruppo generato dagli elementi di N di periodo ^p) ha indice almeno 
p2 in N. Si possono costruire facilmente esempi di gruppi con S-partizioni strette 
in cui N verifica il caso a), mentre non si sa se esistano analoghi gruppi in cui 
N verifichi il caso b). 

Ritengo più probabile che non ne esistano, visto che, anche nel caso finito, 
i gruppi in cui il sottogruppo di Hughes ha indice >p2 sono poco frequenti e 
di struttura alquanto complessa. 

I risultati contenuti in questa Nota sono stati esposti nel Convegno Inter
nazionale sui Gruppi infiniti tenuto a Heraklion (Creta, Grecia) nell'agosto 1984. 

1. LEMMA 1. Sia H un p-gruppo finito e K un suo sottogruppo di indice 
p tale che ogni elemento di H \ K abbia periodo p. Inoltre H ammetta un automor-
fismo f che non lasci fermo alami elemento 7^ 1 di H e fissi K ed ogni sottogruppo 
d'ordine p di H che non sia contenuto in K. Allora ogni elemento ^ 1 di H ha pe
riodo p. 

Dimostrazione. Se a e H \ K , Ka è un generatore di H/K, quindi (Ka)? = 
— (Ka)r con 1 < r < p, onde se x e Ka, xf deve essere potenza di x e stare 
in (Ka)r, e pertanto xf = xr con r non dipendente dà x e > 1. 

Sia ora a e H \ K e sia C = CK (a) e n e C. Allora (na)f = nar = nr ar, e 
d'altra parte (na)f = nf a? = vf a7. Segue nf = nr per ogni ne C. 

Per dimostrare il Lemma procediamo per assurdo, e supponiamo che in 
H vi sia un elemento b^\ che non abbia periodo p. Evidentemente be K. 
Inoltre b & C, altrimenti, essendo ba € K, si avrebbe bpap = (ba)p = 1, ed es
sendo aP = 1, si avrebbe bp = 1 contro l'ipotesi. Segue C < K e quindi C [a) < 
< K (a), visto che | C {a) : C | = | K (a) : K | =p . 

Sia ora T un sottogruppo di H = K {a) contenente C (a) e tale che 
j T : C (a) | =p, e sia L = T n K . Allora C < L onde L (a) = LC (a) = 
= (TnK)C W = T n ( K C ( f l ) = T n K ( 4 = T . Segue che L e C (a) 
hanno indice p in T e quindi sono normali in T, onde L p ) C ( û ) ha indice p2 

in T ed è in esso normale. Ma è C < L P) C (a), e poiché sia C che L p) C (a) 
hanno indice p in C (a), si ha L P) C (a) = C. Pertanto C è normale in T e 
T/C ha ordine p2, e pertanto è abeliano. Sia le L \ C . Essendo / ed a in T, e 
poiché T/C è abeliano, segue [a , /] e C.Siafâ: ,-/]•= e. Allora anche [a , al] ==c. 
Poniamo M~(a, /). Allora ce M ' onde, essendo M V (1) si ha [M , M'] < 

< M ed avendosi [M , M' ] (e) = M' , si ha e € [M , M'] . Si ha ci = a~f (al)~f af 

(al)f = or* (al)-* ar {àl)r = cf% (mod [M , M']). D'altra parte, essendo c e C , 
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si ha, come abbiamo visto, e? = cr, onde cfM == £f (mod [ M , M']) quindi r = 1 
o £e [M , M'] assurdo. Segue che ogni elemento ^ 1 di H ha periodo p. 

LEMMA 2. Sia N un p-gruppo localmente finito dotato di una partizione 
2 non banale. Supponiamo inoltre che N ammetta un automorfismo f di periodo 
finito il quale noti lasci fermo alcun elemento ^à 1 di N e muti in sé ogni sottogrup
po appartenente a 2 . Allora si presenta uno dei casi seguenti: 

a) N ha esponente p; 

b) Il sottogruppo di Hughes H^ (N) di N ha indice >p2 in N. 

Dimostrazione. Supponiamo che non si verifichi il caso a). Allora è possi
bile trovare un sottogruppo finito P di N, non contenuto in alcun sottogruppo 
appartenente a 2 , e contenente qualche elemento di periodo > p. L'automor-
fismo / trasforma P in un numero finito di sottogruppi Px = P , P 2 , . . . pm. 
Il sottogruppo Q generato dai P^ (i = 1 , . . . , m) è finito, contiene elementi 
di periodo > p, e la restrizione di / a Q, che indicheremo ancora con /,. è un 
automorfismo di Q. Inoltre i sottogruppi intersezione di Q coi sottogruppi in 
2 costituiscono una partizione 2 non banale di Q. Inol t re /muta in sé ogni 
sottogruppo appartenente a 2 . In base ad un risultato di Kegel [1], Hp (N) è 
contenuto in un sottogruppo K appartenente a 2 , onde H^ (N) < K < N, e, 
posto K = K P)Q, si ha H^ (Q) < K < Q. Poiché P contiene qualche elemento 
di periodo > p, è H^ ( Q ) ^ (1). Se Hp (N) ha indice^) in N, anche Up (Q), 
non potendo coincidere con Q, ha indice p in Q, e pertanto anche K ha indice 
p in Q. Sono allora verificate le condizioni del Lemma 1, onde ogni elemento 
9^ 1 di Q ha periodo p, contro quanto si è visto. Pertanto H^ (N) ha indice > p2 

in N, e si verifica il caso b). 

2. TEOREMA 1. Sia G un gruppo ed S un suo sottogruppo 7^ (1) e anti
normale. Allora se G possiede una ^-partizione stretta non banale 2 , si ha 
(g-1 Sg) H S = (1) per ogni gè G \ S . 

Dimostrazione. Basta ripetere pari pari il ragionamento contenuto nel pri
mo comma della dimostrazione del Teorema 2.1 in [3], dove Pipotesi che G sia 
finito non viene mai utilizzata. 

TEOREMA 2. Sia G un gruppo localmente finito ed S un suo sottogruppo 
antinormale 7^(1). G ammette una ^-partizione stretta non banale se e solo se: 

1) G = NS con N p-sottogruppo di Sylow normale di G; 

2) Per ogni ^ N , g^ 1, è ( ^ Sg) n S = (1); 

3) N ammette una partizione non banale 2X; 

4) N ha esponente p o ììp (N) ha indice > p% in N ; 

5) Se K G 2 l y si ha S < N G (K). 
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Ogni partizione stretta non banale di G è allora costituita dai sottogruppi 
S Y con Y variabile in una partizione non banale S^ di N verificante la 5). 

Dimostrazione. In base al Teorema 1, per ogni g e G \ S si ha (g-1 Sg) D 
Pi S = (1). Pertanto G è un gruppo di Frobenius e S è un suo complemento 
di Frobenius. Allora in base al Teorema 1.J.2 di [2] gli elementi di G non con
tenuti in alcun coniugato di S costituiscono un sottogruppo normale N nilpo-
tente tale che N P ) S = l e N è l'unico nucleo di Frobenius di G. Inoltre, se 
7T è l'insieme dei primi che dividono gli ordini degli elementi di N, G è 7r-chiuso 
e N = Oïï (G). Si vede ora subito che i sottogruppi N P)H^ con Hie E formano 
una partizione non banale Sx di N. 

In base alla « Folgerung 2.2 » di [1], N, essendo un gruppo nilpotente lo
calmente finito dotato di una partizione non banale, è un ^-gruppo. Ne segue 
che G è un gruppo ^-chiuso e N = O^ (G) è l'unico ^-sottogruppo di Sylow-
normale, di G. Sono quindi verificate le 1), 2), 3). Ogni elemento di S trasfor, 
ma N in sé, perché N è normale in G, e trasforma ogni H^ in sé, perché S < H^. 
Ne segue che ogni elemento di S trasforma in sé ogni sottogruppo N O H^ e S l f 

onde vale la 5). Infine un elemento ^ 1 di S induce in N un automorfismo di 
periodo finito che non fissa nessun elemento ^ 1 di N, e muta in sé ogni sotto
gruppo e Sx. In base al Lemma 2, N ha esponente p, o Hp (N) ha indice > p2 

in N. Pertanto vale la 4). 
Viceversa si vede facilmente che se G verifica le 1), 2), 3), 4), 5), i sottogrup

pi NK con K in 2^ costituiscono una S-partizione stretta non banale di G. 
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