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Fisica matematica. — Sur les systémes evolutifs. Nota di
Minat C. Borez e DumITRU STEFAN, presentata &) dal Socio
G. FicHERA.

RiassuNTO. — Presentazione di un quadro formale per lo studio dei sistemi evo-
lutivi (nel senso di I. Prigogine e della sua scuola [4], [6]), che permette la descrizione
adatta delle relazioni tra lentropia termodinamica e Pentropia informazionale e lo
studio dei rapporti tra Pevoluzione e 'ergodicita [1].

§ 1. Selon I. Prigogine et son école, I’évolution d’un systéme peut étre
expliquée par les variations de I’entropie (thermodynamique), liées aux chan-
gements d’ordres générés par des fluctuations [4], [6]. Pour simplifier 'exposé,
nous appelerons cette variante d’évolution, P — évolution. Dans cette approche,
Pentropie est congue comme une fonctionnelle d’état du systéme; les variations
de lentropie influent la stabilité du systéme, congue aussi en termes d’états
du systeme. En effet, si on note par k& I’entropie thermodynamique du systéme,
alors sa variation (temporelle) dh est décomposable en deux parties

dh=d,h + d,h

ou la composante d; % (d; k> 0) décrit la production interne d’entropie, liée 4
la génération des processus irréversibles capables & créer des conditions pour
le changement de 1’ordre donné par des fluctuations aléatoires, et la composante
d,h représente I'échange thermodynamique avec I’exterieur. Selon Prigogine,
’évolution (dans notre terminologie — la P — évolution) implique un changement
d’ordre et une condition nécessaire pour assurer ce changement est que les
oscillations de ’entropie thermodynamique ne soient pas de type « amortisées ».
La démarche introduit, comme des aspects fondamentaux, 'irréversibilité et
Phistoire: I’évolution est irréversible, et le présent ne peut pas étre compris
sans «l’histoire » qui 'a produit.

Au moins selon notre connaissance, les essais développés jusqu’a présent
de modélisation mathématique de 'approche mentionnée ont utilisé seulement
les schémas de Markov, par définition réversibles et « résumant » Uhistoire [6];
I’étude des rapports entre la variation de lentropie thermodynamique et la
variation de la stabilité du systéme n’a pas fait appel, au moins de maniére
systématique, 3 P'entropie informationnelle ([9], [3]).

La démarche que nous proposons (a) dépasse le cadre du schéma de Markov,
(b) modélise la relation entre entropie thermodynamique et I'entropie informa-
tionnelle et (c) explore les conditions incompatibles avec la P — évolution.

(*) Nella seduta del 23 giugno 1983.
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§2. Soient (#7, ¥") un espace mesurable — appelé espace de conditions,
(Zer Fex s N = {1,2,---,n,---} une famille d’espaces mesurables — appe-
lés espaces d’états et {P,,,z¢ NO} , N°—= {0} UN une famille de fonctions réel-

11
les, définies sur {¥'x¥OxZF,,,teN%} ou 29=0,29=11%;,1teN,
j=1
telles que: (a) pour tout (w,x%)e # x Z® fixé, P,y(w,x";.) est une
(sous)-probabilité sur Z,, et (b) pour tout A€ %, fixé, P,,, (-, -, A) est

une fonction ¥ X & (t)—mesurable, ot FO= (>t§ Z;.
i=1
Le triplet {(#", %), (%;, F)ien» P, 1€ N} sera appelé modele évolutif
discret [7].  On peut démontrer qu’étant donné un modele évolutif discret, il
existe pour tout w € #" un espace mesurable { Q, 2/}, une probabilit¢ &, sur
cet espace et un systeme aléatoire {S (f),2e N} ou S (f)eZ,,2e N tels que

2,8+ 1)eA|S@y),j=1, -, =P, (w;S?;A)

pour tout 2 N, S(j)e &, ;8" =(8(1), - ,S(#),1<j<t,teN,Ae F,,.

Il est facile & voir que, particularisant de maniére convenable les fonctions
{P.11, t€ N}, on obtient les chaines de Markov simples et multiples, les chaines
a liaisons complétes simples et multiples [8] et les systémes a liaisons complétes,
au moins en principe toujours réductibles aux systémes 2 liaisons complétes
homogenes [5]. Dans ce dernier cas &,= % ,t€N, les fonctions {P,,,,te N°}
sont définies a I'aide d’une famille {u, , x € Z} d’applications de #” en soi-méme,
telles que

P (w, 2 Ay =P (u(w, ¥ ; A)

ol %= (xy, -+, %), u(-, 4% =uz0---ou, et P(-,-) est une fonction
définie sur # X F telle que (a) pour tout we # fixé, P(w, ) est une
probabilité sur &# et (b) pour tout A€ Z fixé, P (-, A) est une fonction
¥ —mesurable.

Il s’ensuit qu’un systéme aléatoire homogene 4 liaisons complétes est défini
par le quadruplet {(#,7")(%, %), {u,, € Z},P(-,-)}. On sait que le
comportement d’un tel schéma peut étre décrit 4 I'aide de l'opérateur

Ug (w) :f ¢ (u(w,x)) P (w, dx)

x

défini pour ¢ e B (%, 77), B(#,7) étant I'espace de Banach des fonctions
réelles, bornées et ¥ —mesurables avec la norme

flell Z;IEJE/W (@) 5

on peut aisément vérifier que U est une application linéaire et continue de
B(#",7") dans soi-méme avec la norme ||U||=1.
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Remarquons que, pour ¢ (w)=P (w,A), les ittérés {U® te N’ de
Popérateur U (U® =1 =1identité) donnent les probabilités successives de
I’événement {S (¢) € A}, si la condition initiale a été we #.

Le schéma a liaisons complétes jouera un rdle essentiel dans notre approche
4 la modélisation de I’évolution.

§ 3. Soit maintenant £, (f, > 1) le moment présent. Le passé (connu) du
systtme sera de la forme d’une trajectoire, soit elle {S (¢),t=1,---,7}. On
sait que, de maniére générale, le futur du systtme ne peut étre connu que
par des hypothéses concernant les probabilités des différentes alternatives
(futures possibles ou futuribles) [7].

Nous sommes maintenant en mesure de décrire notre démarche. Il est
naturel de considérer que ’état thermodynamique du systéme et son évolution
jusqu'a #, — et, en particulier, la variation de l’entropie thermodynamique —
influe les probabilités des différentes alternatives futures.

En effet, supposons que la structure de la variation de ’entropie thermo-
dynamique est telle que 'intensité des processus irréversibles soit grande, et
les fluctuations soient prés du «niveau critique »: il résulte que la probabilité
que le systéme sera dans un état incluant le changement de I'ordre existant,
conditionnée par cet état thermodynamique, est plus grande que la probabilité
de la méme évolution conditionnée par un autre état thermodynamique. Mais,
influant les probabilités des alternatives, 1’état thermodynamique influe aussi
Ientropie informationnelle construite 4 I'aide de ces probabilités. Comme con-
séquence de certains changements de ’état du systéme, donc, son comporte-
ment (futur — car le présent est donné, donc ne supporte pas I'aléatoire) change
aussi. D’ailleurs, des expressions comme stabilité ou instabilité impliquent une
liaison de ce type, entre « ce qui se passe » dans le systéme (dans la terminologie
physio—chimique: au niveau micro) et ce qui en résulte pour le systéme dans sa
totalité (ou, au niveau macro). Il s’ensuit donc que P'entropie thermodynamique
et ’entropie informationnelle, ne coincidant évidemment pas, sont étroitement
liées: les variations de l’entropie thermodynamique générent des variations de
I’entropie informationnelle, tandis que les variations de I’entropie information-
nelle offrent des informations (ou méme se propose comme une mesure) des
variations de I’entropie thermodynamique. Cette remarque semble particuliére-
ment utile pour P'essai d’appliquer la méme démarche au—deld du champ des
systémes physiques ou chimiques: car, si pour tout systéme on peut parler de
trajectoires passées et de probabilités de transition vers le futur, il est difficile
de définir, pour tout systéme, une fonctionnelle justifiant le nom d’entropie
(thermodynamique).

Du point de vue formel, si nous noterons par (#7, 7") 'espace des états
thermodynamiques du systéme, et par {u,,x€ %} la famille d’applications
W — W qui associe a chaque état x€ %, son état thermodynamique, nous
remarquerons qu’au moment #, les probabilités des différentes alternatives
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futures, de forme générale

Ww{S(to—l— 1)GA|S(t))t:1"",t0}
seront en réalité de la forme

gw{s (to—l— l)GAluS(t),tr-l,--~,t0}

pour tout A€ %, w-état thermodynamique initial. Si nous supposerons
encore que les états thermodynamiques se « composent» sur une trajectoire
{S(@),t=1,---, 1t} — hypothése vérifiée, par exemple, si les états se caracté-
risent par des variations des composantes de P'entropie thermodynamique comme

Py

dans §1, — nous serons conduits & conclure qu’en ce cas-la, si I'état initial a
été we ¥, alors

P S (ty+1)eA|S@),t=1, -t =P (u(w, S%);A)

ou SW—=(S(1), ,S ), u(-,S%)=usy o ousw et P(w,-) est la
répartition de S (1), pour we # donné. On reconnait ici le schéma a liaisons
complétes. Remarquons que, dans ce cas-la, les probabilités «sur le futur»,
du type général

Z, 8@+ heA|S@E),t=1,-.-1,}, heN,

s’obtiennent a l'aide des itérées de 'opérateur

Ue () = o @, )P (w, ds)

x

défini dans B (#7, 7).

Supposons maintenant que l'espace 2 des états possibles du systéme est
fini & =={x,, -, x,}) et considérons I'expression

%(t0+1lxij)j:13"'1t0):

m
N Z1 Py (@, 205 x) log Py 4y (w, 2905 )
b=

\ t . . N .
ol x(o):(xil,"',xitu),lSijSm,]zl,--',to- Cette expression sera

appelée entropie informationnelle de transition, et il est évident qu’elle mesure
I'incertitude dans le passage du systtme, au moment présent t,, du passé

connu x;, ,-- -, x;, vers un futur immeédiat.

Pour un ensemble quelconque d’états (2, %), si A est une mesure sur &
par rapport 2 laquelle les probabilités {P,, (-, -),2€ N} sont absolument
dP,,,

continues, et si nous nottons p,, — o

- la dérivée étant prise dans le
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sens de Random-Nykodym, alors lentropie informationnelle de transition
sera de la forme

~

Hoo(t+ 1140 = —J Pens (0, 49, x) log pps (@, 275 2) A () .
x

On voit aisément que dans les deux cas, si Py, (w,x?, ) =P, (u(w, x”))
alors les entropies informationnelles de transition seront de la forme
{#0 (t+1; u(w, x9), t e N%, respectivement {#), (141 ;u(w, x?)),te N},

§4. Nous avons donc établi une liaison entre I’entropie thermodynamique
et sa variation et ’entropie informationnelle de transition et sa variation, 4 I'aide
des systémes 2 liaisons complétes.

De maniére plus générale, nous dirons que nous avons modélisé les rapports
entre l’état thermodynamique et l'état informationnel 4 laide du schéma &
liaisons complétes. Mais, pour pouvoir modéliser P'approche de I. Prigogine
et de son école, il nous faut introduire une restriction: nous supposerons donc
que la correspondance entre les variations de I’entropie thermodynamique et
ceux de I'entropie informationnelle est continue. Du point de vue formel, nous
serons donc conduits 4 considérer le cas dans lequel 'opérateur U n’est pas dé-
fini dans B (#7,%") mais dans C(#7), C(#") étant I'ensemble des fonctions
continues bornées sur ¥, supposé espace Hausdorfl compact, et ¥~ étant l'alge-
bre de Borel engendrée par la topologie de I'espace #. Cette condition n’est
pas tellement restrictive que ’on le peut penser. En effet, on peut démontrer
que, si B(#". ") «sépare» les points de #, il existe un espace de Hausdorff
totalement discontinu %", dans lequel #” est un sous—espace dense, ainsi que
chaque ¢ € B (47, ") peut étre prolongé uniquement 4 un g € C (#), ot C (#)
est I'espace de Banach des fonctions réelles (ou complexes), définies sur ¥,
continues, avec la norme

@]l = sup | (w)|
weW

et ainsi que l'opérateur U dans B (#7, ¥") peut etre prolongé & un opérateur
U:C#)—C (#), tel que | U|| <1 ([2], [1]). Si # est un espace métrique
compact par rapport a4 la distance p, et si, pour chaque d€ (0, 1], on note
(par exemple, [1])

drum | |9 () — ¢ (wy)]
CL*(#") = {cp ’wpsvl;lzg"ll’ [o (20, , w,)]° = oo}
Wy, == Wy

alors on peut démontrer que, si U applique CL*(#") dans soi-meme, alors U
applique aussi C (#") dans soi-méme. Pour notre approche, CL? (#") peut avoir

le sens particulier d’'un espace des fonctions des états thermodynamique dont

26. — RENDICONTI 1983, vol. LXXIV, fasc. 6.
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les variations sont dépendantes des variations des arguments; ¢ (w) peut étre
aussi interprété comme la probabilité d’un état fixé A (P (w, A) = ¢ (w)).

Un systéme a liaisons complétes dont 'opérateur U est un opérateur de
C(#") en C (#") sera appelé C-systéme a liaisons complétes.

Nous appellerons un systéme {S (¢), ¢ € N}, modélisé 4 I'aide d’'un modele
aléatoire discret {(#, %), (%Z;, Z)ien, Prr, €N’} et dont le rapport entre
Pétat thermodynamique et DIétat informationnel est décrit & I'aide d’un
C-systéme 2 liaisons complétes, C — systéme évolutif.

§ 5. Nous pouvons maintenant étudier les rapports entre la P — évolution,
défini par Prigogine seulement & 'aide du comportement thermodynamique,
et le comportement dans I’espace des transitions du systéme.

Soit t,=10 ou ?, — le moment q‘uand a eu lieu la derniére P — évolution

comme décrite dans § 1. Nous dirons qu’un systeme S (t) subit une et ¢ — €évo-
lution (€t ¢+ > 0 donné) sur lintervale [¢,, £], si

B (to, t) > €5

par j, (o, t) notant la variation totale de I’entropie thermodynamique k sur l'inter-
valle [#,, #]. Un systéme S (#) sera appelé P — évolutif si, pour tout z€ N, il
existe ¢ >t et &, ainsi que le systéme subit une ets,t,—evolution. Les résul-
tats suivants concernent les C — systémes évolutifs.

Tutorime 1. S7 {S(¢),te N} est un C—systeme évolutif qui subit une e, £
évolution sur Uintervalle [ty , t] alors il existe v;, &> 0 ainsi que

(b, t5u(@,8%) >0,

par H (ty,t;u(w, S*)) notant la variation totale de entropie informationnelle
de transition du systéme sur Uintervalle (conditionnée par Uévolution sur [1, t,)).

La démonstration suit ab absurdo.

Un résultat analogue peut étre démontré si on remplace l’entropie infor-
mationnelle (de transition) avec 1’énergie informationnelle [7].

§ 6. Etudions maintenant les rapports entre la P-évolution et Pergodicité.
Rappellons qu’un systéme évolutif {S (¢) , ¢ € N} a valeurs dans (%, #) s’appelle
uniformément ergodique (au sens fort) s’il existe la probabilité P sur & et la
suite {3};cn, (8, 0) ainsi que, pour toute condition initiale w€ # et tout

AceZ teN [1] on ait
|Pu{S () € A} —P® (A)] < 3.

Mentionnons que les systémes ergodiques jouissent des propriétés de
stabilité asymptotique (lois des grands nombres, lois limites centrales etc).
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Le résultat qui suit démontre que sur le modéle formel construit on obtient
des confirmations de certaines observations empiriques, présentées parfois com-
me postulats dans la littérature ([4], [6]): notamment, que ’évolution n’est pas
compatible avec les stabilités de type statistique.

TutoriME 2. Si {S(f),te N} est un C —systéme évolutif uniformément
ergodique, alors ce systéme n’est pas un Systéme P — évolutif.

La démonstration suit ab absurdo.

I1 s’ensuit qu’en particulier pour de tels systémes les conditions suffisantes

pour Vergodicité (par exemple, [5], [1]) sont aussi des conditions suffisantes
pour la non—évolution.

Les démonstrations détaillées de ces résultats seront publiées dans un
article ultérieur.

Les auteurs remercient Professeur Octav Onicescu pour l'intérét chalereux
qu'il a montré a leur étude.
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