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Analisi matematica. — Sul problema pluriarmonico in un campo
sferico di C" per n=>3. Nota di MARIA ADELAIDE SNEIDER, pre-
sentata ) dal Socio G. FICHERA.

SumMARY. — Let T be the boundary of the unit ball Q of C?. A set of second order
linear partial differential operators, tangential to X, is explicitly given in such a way that,
for n = 3, the corresponding PDE caractherize the trace of the solution of the pluri-
harmonic problem (either *in the large ” or * local ), relative to Q.

Si consideri, nello spazio C" delle n variabili complesse, il campo sferico
Q2+ -+ l2,2< 1. Sia X la frontiera di Q.

Nel recente lavoro [6] sono stati considerati i due seguenti problemi:

1. (Problema pluriarmonico in grande).

Assegnata una funzione U a valori reali, definita su Z, determinare le con-
dizioni necessarie e sufficienti perché essa sia la traccia su X di una funzione
pluriarmonica in Q ®. La u dicesi la soluzione del problema pluriarmonico in
grande con dato U.

2. (Problema pluriarmonico lécale).

Indicata con A una (27 — 1)—cella contenuta in X e detta U una funzione
a valori reali, definita in A, determinare le condizioni necessarie e sufficienti
perch¢ essa sia la traccia su A di una funzione pluriarmonica in un campo Q*
di C" tale che: Q<= Q,3Q">A.

La u dicesi la soluzione del problema pluriarmonico locale con dato U.

Si considerino i scguenti operatori differenziali del primo ordine, tangen-
ziali a 2: “

] ]
(1) Lh,k:-Zh’ég—k_'Zka—z_’h* (1Sh<k§n),
(2) e == 51 o — B — 1<h<k<n)
hk == 2p 5% o 1< <mn).

(*) Nella seduta del 23 giugno 1983.
(1) Per funzione pluriarmonica in Q si intende una funzione che sia la parte reale
di una w(z,: -, %,), funzione olomorfa in Q delle # variabili complesse 2y, -, 2«
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Si ponga:
(3) Mp=LssLpz—Lpi Ly, (1<h<k<n),
“) Mp,x = Lax Lax + Lz Lo A<h<k<m.

In [6], usando risultati generali contenuti in [4], [5], & stato dimostrato che:

Sia Ue C*(Z) [Ue C*(A)]. Condizione necessaria e sufficiente perché esista
la soluzione u del problema pluriarmonico in grande (del problema pluriarmonico
locale) con dato U & che U sia soluzione su 2. (su A) delle seguenti equazions:

(5) B2 (1 2aa "+ 12, ) Laa U+ 220 (| 20 I 4 | 22 ) Lan U
— Za B (1 120 ) Laan U— 20020 (| 20+ | 20 ) Laaa U
+ 2P U2+ 120 ) Myg,a U— | 2 1 (| 20a * + [ 20 ) Mp,s U=0
(h=1,--,n—2),

(6) 2t 2 (| 3pa IZ + | 2 ‘2) Lpn U+ 22, (] 20 l2 + | 2 12) T-‘k,n u
— 2 gIc En—l Zn Ln—l,n U— 2n Elc Rn—1 n i‘n—l,n U + ) Elc I Zn 12 Mn—l,n U
- | Zn ]2 (I Zp—1 Iz + ] Zn ‘2) (]_;‘k,nth,n U —I“ Lh,n T—‘k,n U) =0
A<h<k<n—1),

(7) An—l,n Lh,n U— Lh,n Mn—l,n U— Lh,n U— 811—1 Ln—l,n U=0 &
(h=1,--,n—1).

Dopo la presentazione per la stampa della Nota [6], & apparso il lavoro [7],
nel quale trovasi il seguente risultato: se la forma quadratica di Levi ha rango
¢ > 2 sulla varietd lineare tangente alla frontiera X di un campo Q< C", le con-
dizioni differenziali, necessarie e sufficienti perché U sia la traccia di una funzione
pluriarmonica in Q, si possono esprimere per mezzo di operatort del secondo ordine.

E questo un risultato sorprendente perché, mentre da un canto il caso in
cui & p=1 & da considerarsi atipico, d’altro canto la possibilita di caratteriz-
zare la traccia di una funzione pluriarmonica unicamente mediante operatori

del secondo ordine ¢ stata esplicitamente esclusa da qualche Autore, anche in
un lavoro in cui Q & un campo sferico (cfr. [2], p. 22 e [3], p. 506).

Supposto, come in [6], che Q sia il campo sferico sopra indicato, si ha
p=n—1 e, quindi, p > 1 per » > 3. Mi ¢ sembrato, pertanto, opportuno

(2) Le equazioni (5), (6), (7) sono state scritte «privilegiando » la variabile z,, .
E, tuttavia, assai facile provare che, sostituendo 2, con qualsiasi altra variabile z;, le equa-
zioni, che vengono ad ottenersi, sono perfettamente equivalenti alle (5), (6), (7).
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verificare che le equazioni del terzo ordine (7) sono soddisfatte da ogni U, la
quale & soluzione delle (5) e delle (6). Ho ritenuto non inutile fare questo, poiché
in [7] non vengono esplicitamente costruiti gli operatori differenziali tangenziali
a X, mediante i quali si scrivono le equazioni alle derivate parziali atte a carat-
terizzare la traccia U di u. D’altronde il problema della costruzione esplicita
di tali operatori & stato considerato da diversi Autori (cfr. [1], [2], [6], [8])-

In questa Nota dimostro che, se ¢ # > 3 e se U & una soluzione in Z (in A)
delle equazioni (5), (6), essa soddisfa in X (in A) le equazioni (7).

Si richiamano dapprima talune identita fra gli operatori (1), (2), (3), (4),
ottenute in [6].

(8) 5Iz Zn (| Zp—-1 |2 + | 2n lz) Lh,n“_ 2 Zn (I Rp—1 |2 "I‘ | Zn |2) T—‘h,n
— 2y Z, (| 2p Iz + | 2, |2) Ln—l,n + Ry 3 (I 2, I2 + |2 !2) T-'n—l,n

1 Pz 12 ) Anan— 1 20 P (|20 P 4 [ 20 ) A =0
(h=1,---,m—2),

) B2 (| Znea 4 1 20 ) L — 2020 (| 2ot 4+ 1 20 1) L
— %3 B Ent Zn Linesn + 25 21 %0t B Loayn + 20 31| 20l Apciin
— 12 [*( 2aa 1"+ 1 20 ") Caon Liw — Lin L) = 0
A<h<k<n—1),
(10) ApswLin—LinApan—Lpn—3" Ly 1,=0 (h=1,---,n—1).
Si ha inoltre:
(11) { Myr=AMApi+ 2L Loz A<h<k<m)®,
Si ponga:
(12) E® =2, (| 20 P+ | %0 ) Lan Lan — Za (| 2

_I‘ | Zn l2) Ln—l,n T—'n—l,n — 3 (I -1 12 + | Zn lz) T;'h,n

+zn——l(|2h[2+‘znlz)in—1,n (h:‘:‘-l,,n——Z),
(13) F(h) == (I‘zn—l Iz _I‘ l B !2) Lh,n I-‘n—-l.n —— 3 gn—l Ln—l,n in—l,n
—_'zhzni‘n—l,n (h::l,,n——Z),

(3) Le equazioni (5), (6), (7) sono, rispettivamente, le (1.13), (1.15) e (1.17) di [6],
mentre le (8), (9), (10) sono, rispettivamente le (1.10), (1.12), (1.11) di [6].
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(14) G(h) = g'n (] Zn1 l2 _|' I 2 12) Ln—l,n T—'h,n - gh Zn— 5n Ln—l,'n i
— 21 (‘ Bp—1 ‘2 + I 3n 12) T—‘h,n + §h zi—-l in—l,n

(h=1, -, n—2).

n—1,n

Con calcoli elementari, ancorché tediosi, si constata che riesce:

(15) én (l 2n |2 + I Jn l2) Ln——l,n Ln—l,n rJn‘l,’n,

= = - 22| 2 P+ 3 2.
T % Bn1%n Lh,n Ln~1,n Ln—l,n = [Lh,'n - hi_, (|l - 11 |l2 ;I: l zl Tz)l ) ] G(h)
n n— n

- 2
— o1 \g® %=1l gy 1 n—
(b2 ) B e T (=1, n—2).

Si supponga, ora, che la U sia soluzione delle (5) e delle (6). Per dimostrare
che ia U & anche soluzione delle (7), bastera servirsi delle (5) e di quelle fra le
(6), che si ottengono assumendo k=n—1, ¢ h=1,.-.,n—2.

Le (6) per k==n—1 divengono:

(6)n—1 211.—1 En (] zn——l iz + l Zn lz) Lh,n U —l_ zh zn I Zn |2 i‘n——l,n U
— R nga—l En Ln—l,n U + 2p Zn—l i 2n IZ Mn—l,n U— [ 2n l2 (l Rp-1 12
+ | 24 12) (in—-l,n Ly U+ Lh,n T—‘n—l,n U) =0 (h =1,--,n —2)

Inoltre dalle (9), ponendo k=mn—1, si ottiene:

(9)n~1 zn—l gn (| *n-1 lz + | Rn |2) Lhm — R R I Zn |2 in-l,n
— 2 2720—1 En Ln—l,n + h En—l | 2n |2 An—l,n - [ Zn [2 (| | |2
+ |2 ;2) (T-‘n—l,n Lh,n - Lh,n i:‘n—l,n) =0 (h =1, ,n— 2) .

Se la U soddisfa le (5) e le (6),1, essa soddisfa anche le seguenti
equazioni differenziali del secondo ordine:

(16) ENU =0 h=1, - n—2)),
(17) F® U =0 (h=1,-.,n—2),
(18) GPU=0 (h=1, -, n—2).

Le (16) si deducono dalle (5), utilizzando (11) e (8); le (17) si ottengono
dalle (6),, utilizzando (9),_, e (11). Le (18) si deducono calcolando la
somma delle (6), , e delle (17) moltiplicate per | z,|* € coniugando il risultato.
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Tenendo presente la permutabilith degli operatori L, , e L,_;,,, dalle (17)
si ottiene:

Ln—l,n F(h) U == (l z'n—l |2 + ] zn ]2) Lh,n Ln-—l,n i‘ﬂ—l,n U
— 3 5n—l Ln—l,n Ln—l,n T-‘n—l,nU =0 (h= 1 o, _2)

Ne segue che

- 2 By
(20) Lh,n LpanLlnan U= ! zn—lll; _?_ ll 2z, 2 Lo, Ln1n Ln—l,n U

(h=1, -, n—2).

Si osservi, inoltre, che le (7), in virth di (11) e delle identitd (10), possono
scriversi al modo seguente:

(7) Lan Lp-1,n T—.‘n—l,n U=0 (h=1,---,n—1).

2

Dalle (20) segue, pertanto, che se & soddisfatta I’equazione (7’) relativa a
h=n—1, lo sono tutte le (7).

Dall’identitd (15), usando le equazioni (16), (17), (18), si ottiene

Eh Zp-1

(21) LpinLpan Lpan U= m

Lh,n Ln—l,n i‘n—l,n U
h=1,--,0—2).
Dalle (21), servendosi delle (20), si deduce:

|20 (20 1° 4 120 | 4+ 120 )
(121 P+ 120 ) (| 2aa P+ | 20 %)

Ln—l,n Ln-l,n i‘n—l,n U=0.

Ne segue che la U soddisfa la (7') relativa ad A=n—1 e, per quanto
osservato precedentemente, anche tutte le (7’).

Si pud, quindi, concludere che:

Sia Ue C*(Z) [Ue C*(A)]. Condizione necessaria e sufficiente perché esista
la soluzione u del problema pluriarmonico in grande (del problema pluriarmonico
locale) con dato U ¢ che U sia soluzione su X (su A) delle equazioni (5) e (6).
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Nota aggiunta durante la correzione delle bozze.

11 risultato del lavoro {7], citato in questa Nota, era gia stato osservato da E. Bedford
(Indiana Univ. J. 29, 3, 1980, 333-340), il quale, per quanto concerne la sfera, fa rife-
rimento alla Tesi di T. Audibert (1977), che non sembra essere stata pubblicata, ma i
cui risultati hanno fatto oggetto di una comunicazione ad un Colloquio (M. R. 81¢-32037).



