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Meccanica dei fluidi. — Onde di ampiezza finita in contenitori 
oscillanti verticalmente. Nota di Paolo Blondeaux, presentata <*). dal 
Corrisp. E. M archi.

Summary. — Surface waves of finite amplitude originated by the vertical oscillations 
of a container are studied. The existence of both supercritical and subcriticai waves is 
found which are either synchronous or subharmonic with respect to the basic oscillation.

Introduzione

La determinazione delle caratteristiche delle onde superficiali di un liquido, 
in un contenitore che oscilla, riveste particolare importanza sia nel campo del- 
Pingegneria aeronavale sia in quello delPingegneria civile. Le pressioni dinamiche 
indotte infatti sulle pareti del contenitore e le forze che ne derivano possono 
avere un ruolo rilevante nei problemi connessi con la stabilità della struttura, 
soprattutto in situazioni in cui è presente una mutua esaltazione tra il moto del 
fluido e quello del recipiente che lo contiene.

In campo aero-navale sono stati condotti numerosi studi sul moto del pro­
pellente liquido contenuto nei serbatoi quando questi ultimi oscillano per effetto 
di onde di mare, della turbolenza atmosferica o di vibrazioni comunque sempre 
presenti in un veicolo [1], [2], [3], [4], [5]. In campo civile rilevanti applicazioni 
si riferiscono allo studio del moto del fluido contenuto in invasi artificiali o nei 
reattori nucleari per effetto di sollecitazioni sismiche [6], [7], [8].

La comparsa di onde stazionarie alPinterno di un contenitore riempito 
parzialmente di liquido ed oscillante verticalmente fu osservata sperimental­
mente per la prima volta da Faraday [9] il quale rilevò inoltre che il periodo di 
oscillazione della superficie libera era pari a due volte quello di oscillazione del 
contenitore. Misure successive di Matthiessen [10, 11] evidenziarono tuttavia 
la presenza di oscillazioni della superficie libera sincrone con il moto del conte­
nitore. La discrepanza di questi primi risultati sperimentali stimolò le succes­
sive esperienze di Lord Rayleigh [12] il quale confermò i risultati di Faraday 
e suggerì anche una interpretazione teorica [13].

Una spiegazione della possibile comparsa di onde stazionarie sia sincrone 
che subarmoniche rispetto al moto del contenitore fu fornita successivamente 
da Benjamin & Ursell [14]. Questi, sviluppando un’analisi di stabilità lineare 
per modi normali rispetto a disturbi presenti sulla superficie libera del liquido, 
giunsero alla determinazione di un’equazione per l’ampiezza della generica

(*) Nella seduta del 14 maggio 1983.

20. — RENDICONTI 1983, voi. LXXIV, fase. 5.
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componente il disurbo nella forma di Mathieu, evidenziando quindi resistenza 
nel piano (p , q), con p e q funzioni dei parametri del problema, di regioni pros­
sime ai punti (1 , 0 )  e (4 , 0 )  in cui il disturbo risulta instabile con una dipen­
denza temporale rispettivamente subarmonica o sincrona rispetto al moto del 
contenitore.

Per determinare in cali regioni 1’evoluzione temporale dell’ampiezza del 
disturbo, che la teoria lineare predice esponenzialmente crescente, è necessario 
abbandonare l’ipotesi di linearità e considerare l’interazione fra le varie armoniche.

Yarymovych [15], estendendo il metodo sviluppato da Penney & Price [16] 
al caso di oscillazioni forzate, determinò l’ampiezza finale a cui perviene un 
disturbo con dipendenza temporale subarmonica rispetto al moto del conteni­
tore. Tuttavia la sua analisi risulta incompleta, non solo perchè trascura una 
possibile dipendenza temporale sincrona del disturbo, ma anche perchè considera 
valori di (p , q) — (1 , zqx) con z < ì. Ciò permette di evidenziare l’esistenza di 
onde stazionarie di ampiezza finita solo supercritiche e non subcritiche, cioè 
presenti in regioni del piano (p , q) in cui la teoria lineare predice stabilità.

Nel presente lavoro si considerano onde di ampiezza piccola ma finita, 
sia sincrone che subarmoniche rispetto all’oscillazione del contenitore, e si deter­
mina la loro evoluzione temporale in un intorno dei punti ( p , q) =  ( 1 , 0 )  e 
(p , q) =  (4 , 0 )  evidenziando l’esistenza di onde di ampiezza finita subcritiche. 
Nel paragrafo seguente si formula il problema in termini di variabili adimensio­
nali. Nel terzo si analizza l’evoluzione temporale di un’onda di ampiezza infini­
tesima presente sulla superficie libera del fluido. Nel quarto paragrafo si analizza 
il comportamento di onde di ampiezza piccola ma finita ed in particolare si ot­
tengono le equazioni che descrivono l’evoluzione temporale dell’ampiezza di 
onde subarmoniche e sincrone rispetto all’oscillazione del contenitore. Infine, 
nell’ultimo paragrafo, si discute la soluzione delle predette equazioni nel piano 
delle fasi.

F ormulazione del problema

Consideriamo il moto bidimensionale di un fluido ideale di densità costante 
p presente all’interno di un contenitore rettangolare di larghezza V che oscilla 
verticalmente con accelerazione (1)

a )  / '= = / :  cos m

essendo f 0 minore dell’accelerazione di gravità.
Poniamo h! il livello del fluido in condizioni di quiete e definiamo un sistema 

di assi cartesiani xr,y',  solidale con in contenitore, con l’asse xr coincidente

(1) Gli apici denotano quantità dimensionali.
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con il fondo e l’asse y r rivolto verso l’alto (vedi figura 1),

Assunto il moto irrotazionale e bidimensionale è possibile definire una 
funzione potenziale <j>' (x y r) legata alle componenti di velocità ur e v \  rispet­
tivamente lungo l’asse xr e y'9 dalle relazioni

(2 U dx' v' = db'
3yr

Tale funzione deve soddisfare l’equazione

(3) ^  | _ ft 
dx’2 ^ ay*-

e le condizioni al contorno

(4 )«,

db'
dx‘

db'
dyr

— — 0 per x' =  0 e x’ =  V

0 per y  =  0

(4) C, d

3yj' 4 '  37)' ay
a#' +  ax' "a*7 a /~ per y  =  h’ -f- 7)' (a:' , f  )

aè
f +  f° “ s <“ *'» +  T  [ ( ^ - ) * +  -

a2 r/ldx'2
[1 +  (97)'/a*')2]3/2 per y  =  h' -\- 7)' (*', *')
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ove g è P accelerazione di gravità, a la tensione superficiale ed r\ rappresenta 
Pampiezza delPoscillazione della superficie libera in funzione di xf e t' rispetto 
al piano y' — h'.

Le condizioni (4)a, b impongono Pannullarsi alle pareti della componente 
normale di velocità.

L’equazione (4)c esprime la condizione cinematica

(5) Per y ’ =  h’ +  rì' {x ' , t ’)

mentre l’equazione (4)d impone la continuità delle tensioni normali attraverso 
la superficie libera e differisce da quella usata da Yarymovych [15] per l’intro­
duzione del termine legato alla tensione superficiale.

Definite le seguenti variabili adimensionali

(6) (x , y  , I , ri) =  (x', y ' , V, ■/)') h ; t =  <ùf; ( / , /o) =  ( / ' , / 0)g  ;

gh

l’equazione (3) e le condizioni al contorno (4)a,b,e,d assumono la forma

a2 <J> a2 <j>
(?) 0

=  0 per x — 0 , x =  1 ; ~~ =  0 per y  0

dy2 3y 2

aè
Sx

(S)a,

Q 37] _|_ dò 3y] 0([)
dt dx dx

b, c, d
dy — 0 per y  — 1 +  i) (x , t)

a<j> (1 — /o cos

d2rildx2
[1+  (dril dx)2]zl2 — 0 per y  — 1 +  vj (x , t)

essendo Q e S rispettivamente i parametri di frequènza e di tensione superfi­
ciale definiti dalle seguenti relazioni

9gh'ì '

Onde di piccola ampiezza

Una soluzióne del sistema costituito dall’equazione (7) e dalle condizioni 
al contorno (8)a, b, c. d è quella identicamente nulla

(10) Y) {x , t) =  0 <j> (* , y  , t) =  0
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valida in assenza di moto relativo del fluido rispetto al contenitore. La stabilità 
di tale soluzione è stata studiata da Benjamin & Ursell [14], i quali hanno analiz­
zato l’evoluzione temporale di un disturbo caratterizzato da potenziale ò e am­
piezza 7] piccoli, tali che

(11) ■ <j> <  1 , 7) < 1

In tale situazione è possibile linearizzare le equazioni (8)c,d e sviluppare in serie 
di Fourier le funzioni incognite;

oo
(12) 7] (x , t) — 2  an (t) cos (nkx)

n=l
oo

(13) d> (x , y  , t) =  2  Qbn (t) (jO cos (nkx)
n= l

con k =  2tc//.
La soluzione dell’equazione (7) in cui siano sostituite le (12), (13) permette 

la determinazione delle funzioni (j;) a meno di due costanti ottenibili attra­
verso Timposizione delle condizioni (8)6 e (8)c. Quest’ultima consente quindi 
di stabilire una relazione fra le funzioni an (t) e bn {t).

Si trova:

(14),.. $»(:y):
cosh (nky) 

nk sinh (nk) K  (t) ^ àan (t) 
d t

La sostituzione delle (12), (13) e (14)a,b nella (8)d fornisce infine l’equazione 
per la an (t) che si può porre nella nota forma di Mathieu

(15) ^  +  [ f . - 2 f c c o 8 ( 2 T ) ] fl,  =  0

avendo definito!
__4 nk tgh (nk)(16)a> ih c T =  i/2 ; pn =

£1
[1 +  (nky S] ;

__2 nk tgh (nk) ^
qn q  Io •

La soluzione dell’equazione (15) e la sua discussione in termini della sta­
bilità del moto base caratterizzato da y[ e § è stata fornita da Benjamin & Ursell 
[14]. Emerge così l’esistenza di regioni prossime ai punti

(17) (Pn,9n) =  ( N2,0)  N - 1 , 2 , 3 , . - .

ove la soluzione an (T) è esprimibile come prodotto di una funzione periodica 
per una funzione ampiezza crescente esponenzialmente nel tempo. In tali regioni 
è dunque necessario considerare l’interazione fra le varie armoniche e rinunciare 
almeno parzialmente, alle ipotesi rj
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Onde di ampiezza finita

Ci proponiamo di analizzare quindi Pevoluzione, in regime debolmente 
non lineare, della componente fondamentale n =  1 della perturbazione emersa 
dalla analisi lineare, separatamente in un intorno dei punti (p , q) =  (1 ,0)  e 
(/>,?) =  ( 4 , 0 )  «.

Caso subarmonico.

Consideriamo, in un intorno del punto (p , q) (1,0) ,  il processo debol­
mente non lineare che sorge quando la componente fondamentale n =  1, carat­
terizzata da una dipendenza temporale da T del tipo ^T, e~lT, interagisce con 
se stessa a causa dei termini quadratici presenti nelle equazioni (8)c,̂  e con il 
termine forzante dovuto alPoscillazione del contenitore. Alla prima interazione 
vengono prodotte le armoniche n — 0 e n =  2 con una dipendenza temporale 
legata ai prodotti di elT ed e~lT.

La seconda interazione genera la fondamentale ed altre armoniche con 
dipendenza temporale espressa da e%T ed e~lT. Per eliminare la comparsa di ter­
mini secolari è necessario imporre quindi una condizione di ortogonalità.

Posto

p  =  1 — zpx +  £2 p2 +  Q (s3)

(18 )B, b,c q =  £?i +  £2 ?2 +  0  (£3)

/o  =  £/ l  +  £2/2  +  O (s3)

con s < 1, le precedenti considerazioni suggeriscono resistenza di una variabile 
temporale « lenta »

(19) t =  sT

e la seguente struttura della soluzione in termini di potenze di s.

71 =  e* V)! (t , T , x) +  £ 7)2 (t , T , x) +  £2/3 7)3 (t , T , x) +  O (£2)
(20 )«,*

§ == sH i (T > T , y)  +  £ <j>2 ( t  , T, x , y) +  s3/" <j>3 (T , T, x , y)  +  O (£2) .

(2) Il pedice « = 1  è stato eliminato per non appensatire troppo le notazioni.
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Sostituendo le espressioni (20)a>&, (19), (18) nelle (7), (8) si ottengono ai 
vari ordini di approssimazione i seguenti problemi.

O (^ ) v a4>i =  o

°  a per y  — 1

( 2 1  ) a , b , c , d 1
+  TQl  0

—: 9

per y — 1 

per y  =  0

O(e) V2 i>2 — 0

a per y — 1

i ~ ^ j a , b , C ì d  ^ i  I o    1 ? 1 / 1 2 , i 2  \ iy  ^2,T +  1̂2 - y  'Pui/%-  2 Q ^ ,1/) per y  = 1

per y  =  0

0 ( s 3/2) V3A3 =  0

n  ’ V h , z $ ì . x  ^ 2 , x  ̂ 1.x ^ ] ì , x ^ l l ^ ? l , x y  ~\~ ty l , y y  *02 “f“

1 o
§ 2 , y y  1]l r, § l , y y y ' fl l  r, ^ l , per y  — 1

(23)a,6,c , d

1 1 1 1
~2~ 4*3,t  +  ^3 — Sy]3,^ — -----2~  2~ y]2 — “2“ v)i +

1 2 1
4 ^ ’Tyy7)1 / i  cos (2 T ) q  (^na ^2,  ̂ +  ? i ,y &2,2/ +

H- 4*1»;*: ]̂i ~f" 9i,2/ ^1,2/2/ 1̂) per y --- .1

f 3 ,y  - per y = t  0.
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Il problema (21) ha soluzione nella forma

vji =  Z ( t )  cos (ìkx) exT +  Z* ( t )  cos (kx) e
(24)., «

-iT

<Ì>1:
iQ!L (t) cosh (ky)

k sinh (k)
\ ìt  tO .Z ( t )  cosh (ky) _iTcos (kx) e -------- > r  —-—; - cos (kx) e

2 k sinh (k) v

dove Z (t) è una funzione complessa della variabile temporale lenta t determi­
nabile ad un ordine di approssimazione successivo.

Utilizzando la ortogonalità delle funzioni trigonometriche è possibile otte­
nere la soluzione alPordine e nella forma

Y)a =  a2 Z Z cos (2 kx) +  cos (2 kx) [b2 Za em  +  b2 (Z*)a e~2iT]
(25 )a,b

<j>a =  Q cosh (2 ky) cos (2 kx) [c2 Z2 em  +  (Z^)2 ^"2̂T]

dove i valori di a2, b2 , c2 sono riportati nelPappendice A.
Il problema (23) dopo alcune elaborazioni algebriche genera un’equazione 

non omogenea con alcuni termini che forzerebbero le solutioni « naturali » pro­
prie di tale equazione producendo quindi termini secolari a meno di non sod­
disfare una condizione di ortogonalità. Tale condizione conduce ad una equazione 
per la Z (t) nella forma

(26) —  +  aZ2Z — pZ +  YZ* =  0

dove i valori di a , (3 , y sono anch’essi riportati in appendice A.
La soluzione di tale equazione verrà discussa nel paragrafo seguente.

Caso sincrono.

Analizziamo ora il comportamento della soluzione in un intorno del punto 
(P > 9) =  ( 4 , 0 )  e determiniamo nuovamente come l’armonica fondamentale 
n — 1 interagisce con se stessa e con le altre armoniche per effetto dei termini 
non lineari. Il processo è analogo a quello descritto nel caso subarmonico solo 
che la fondamentale interagisce due volte con il termine forzante prima di essere 
riprodotta.

E quindi necessario definire

(27) T =  s2 T

(3) Il simbolo * indica il complesso coniugato di un numero complesso.
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ed adottare i seguenti sviluppi

p  — 4- — z2 pz +  O (s3) 
q =  zqx +  s2 q2 +  O (e3)

(28)a,b,c,d,e f o ~  £/ l  +  f i  +  O (£3)
7] (T ,T, X) =  £7]! (T ,T, X) +  £2 V]2 ( t  ,T, x) +  £3 7]3 ( t  ,T, x) +  O (s4) 

0 ( t , T ,  *,jO=e<j>i(T,T, xyy ) + e 2c|>2( t ,T ,  # ,:y )+£3ci>3(T,rf ,  # ,;y )+ 0 (£ 4).

La sostituzione delle espressioni (28) nelle (7)-(8) conduce, ai vari ordini 
di approssimazione, a problemi analoghi a quelli ottenuti per il caso subarmonico. 
Al minimo ordine di approssimazione le funzioni che descrivono Fandamento 
della superficie libera ed il potenziale sono esprimibili nella forma

7]i =  Z ( t )  cos (kx) e2lT +  Z* ( t )  cos {kx) e~2lT

 ̂ â'b , ^  COSh (ky) /L \ r 'rj / \ 2ÌT -ry*/ \ -2ÌT-1
$1 =  Q ^ "ginh^ y  cos ^  * — Ẑ (t)  ̂ ]

ove la funzione Z ( t )  che descrive l’andamento dell’ampiezza dell’onda al va­
riare di t  è determinata da una condizione di risolubilità all’ordine e3. Quest’ul- 
tima fornisce

(30) —  +  «Z2Z — pZ +  TZ* =  0
UT

dove i valori di a , (3 , y sono riportati in appendice B.

S oluzione dell’equazione ampiezza

Le equazioni differenziali ordinarie (26) e (30) per la Z ( t )  differiscono 
fra di loro solamente nella definizione dei valori di oc, (3 , y e sono analoghe a 
quella ottenuta da Hall & Seminara [17] nel caso subarmonico per l’ampiezza 
delle oscillazioni di una cavità gassosa soggetta ad un campo acustico.

Seguendo Hall & Seminara [17], la soluzione può essere espressa nella 
forma

(31) Z ( t )  =  | Z ( t )  | e~*T(9)

e le equazioni (26) e (30) si riducono quindi a

(32)„, (

d | Z 
dr

2 y* | Z |s sin (2 0)

d (| Z l2 cos 26) 
dT

— 2 | Z |2 sin (20) [— Pi +  ocj | Z |

ove si è tenuto in conto il fatto che oc , p , y sono numeri puramente immaginari 
e si sono denotate appunto con il pedice i le variabili

(33) (a*, Pi, Y») =  (a » P » y)/* •
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La soluzione del sistema (32)a, b corrispondente a condizioni iniziali I Z„ |, 
0O è fornita in forma implicita da

(34)a, 6

H ( 0 ) ± ( H 2(0) +  C)* 
H(0)o ±(H*(0o) +  C)J

- =  exp [— 2 y i sin (2 0t)]

2 oq | Z |* ==:.H (0) ±  (H2 (6) +  C f

con H (0) e

(35)a,6"

C rispettivamente definiti da 

H (0) =  +  2 (3* — 2 cos (2 0)

C =  2 a, | Z |2 [2 a, | Z0 |2 - 4  ^  +  4 Y< cos (2 0o)] .

La soluzione (34)a,& è limitata e periodica ed il suo comportamento dipende 
dai valori assunti da a*, e ŷ . Esistono, oltre alPorigine, altri quattro possibili 
punti singolari delle equazioni (32)a)b individuati da

(36)flift
! z , =  per

La loro esistenza dipende chiaramente dai dati del problema ed in particolare 
dal valore assunto da p e q.

| Z | =  [ (i\  yA J per 0 =  0 , ir

Fig. 2.
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Fig. 3 d. Fig. 3 e.
a =  — 1, P =  — 1, y — 0.69 . a =  — 1, p =  0, y =  — 1-

Posto a* negativo la figura 3 a, b, c, d, e mostra le traiettorie nel piano delle 
fasi corrispondenti a valori di (3*, y i rispettivamente appartenenti alle regioni 
A, B, C, D, E illustrate in figura 2. Nella regione A il solo punto singolare nel 
piano delle fasi è un centro nell’origine. Quando p* e y* variano in maniera tale 
da attraversare la linea OX1 o quella OX4 si ha una biforcazione e il passaggio 
della soluzione da quella nulla instabile a due soluzioni di ampiezza finita stabili 
sempre presenti nelle regioni B ed E. Tali soluzioni giacciono sull’asse reale o 
su quello immaginario per valori di (y^, p*) rispettivamente appartenenti alle 
regioni B o E. Nelle regioni C e D oltre alla soluzione nulla stabile sono presenti 
due soluzioni stabili di ampiezza finita ed altre due soluzioni di ampiezza finita 
ma instabili. Risultati analoghi si ottengono per valori di a; positivi con inversione 
del verso di percorrenza delle traiettorie nel piano delle fasi e considerando 
regioni ABCDE del piano (y*, p$) simmetriche rispetto all’origine.

In conclusione le caratteristiche delle onde di superficie stazionarie si 
ottengono dai risultati precedentemente descritti specificando il valore di 
lrlhr , G yf 0 , co. Supposto ad esempio che il periodo di oscillazione del conte-
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nitore sia tale che risulti

(37) a = = 4 k t g h ( k ) ( l  +  k2 S)

ed assegnati k -=^2izy S =? IO-6, il punto P rappresentativo del fenomeno nel 
piano ( p , q) giace sulla retta AqA2 (vedi figura 4). La soluzione (10) risulta 
quindi instabile mentre sono stabili onde subarmoniche rispetto al moto del 
contenitore con ampiezza finita, a il cui valore è riportato in figura 5 in funzione 
di/o (curva A0 A2).

Fig. 5.
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Assegnato f 0 — f Q, al crescere di Q il punto P si muove lungo la curva AB 
e l’ampiezza dell’onda tende a zero, fino a che per P == B2 la soluzione nulla 
risulta stabile.

Se invece il valore di £i diminuisce, cioè P si muove lungo la curva AC 
l’ampiezza delhonda cresce fino a che per P == C2 anche la soluzione nulla, 
prima instabile, diventa stabile. Il verificarsi di un’ampiezza a =  à o a =  0 
dipende dal valore iniziale dell’ampiezza del disturbo.

Risultati analoghi si ottengono nel caso di onde sincrone rispetto al moto 
del contenitore.

(al)

(a2)

(a3)

(a5)

Q

Appendice A
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2 Q tgh (k)
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A ppendice B

<bi) i i (  _*** (* )_  (at +  Ji) +
2 tgh (k) («2 — b2) 4"

+  [« ì e W  ~ t g H
kQ,D1 9 ft5 tgh (k)
2D 2 +  8'Q

(b2)
P% | ["  ̂tgh (A) k tgh (k) 1 f i  \
4 ' LQ(1+£2S) ^  0 ( 1 + £ 2S — (4Q/(£tgh(£)) J 4 /

(b3)

con

(b4)

(b5)

(b6)

(b7)

i f 2 k tgh (k)
T 4 Jl O (1 +  k* S)

2(1 +  4A« S) L +  tgh2(*)

k ODx2 t g h  (k) 2D "
1 [ 3- 1 ] k (1 +  4 k2 S )
2 r t g h 2 (2̂ )  J CI tgh (k)

2 0 —  (1 +  4 k* S ) .k t g h  (2 k)
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