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SEZIONE I

(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Logica matematica. — Alcune osservazioni sul linguaggio L (Q,).
Nota di ArRoLDO GORETTI, presentata *) dal Socio G. ZApPA.

SUMMARY. — An existence theorem for 1-atomic standard models of L (Qy)
(more weak than usual “ atomic models ) and applications of L (Q;) to Lue are the
results of this note.

0. Dopo aver introdotto il concetto di modello 1-atomico (si ¢ indebolita
la definizione usuale di modello atomico) abbiamo provato un teorema di esi-
stenza per modelli standard di L, (Q,) l-atomici. Inoltre si & visto come
alcuni risultati di L, (Q,) possano essere utilizzati in L.

1. Ricordiamo che il linguaggio L. (Q,), brevemente: L (Q,), ¢ ottenuto
aggiungendo alla logica del primo ordine L., brevemente L, un nuovo quan-
tificatore (Q, x} che, nei modelli (standard), sara interpretato come ¢ esiste una
infinitd pit che numerabile di x ».

Le definizioni di formula atomica ed enunciato di L (Q,) sono date nel
modo usuale. Si definisce modello debole di L (Q,) una coppia (¥, g) dove A
¢ in modello di L e ¢g< P (A) (== insieme delle parti). La nozione di n-upla
a,,-- -, a, €A soddisfacente una ¢ (¥;,---, x,) di L (Q,) in (U, q) (scriveremo
A,q)=0ay, -+, a,)) & definita nel modo usuale (per induzione sulla com-
plessita di ¢). La clausola (Q,x) ¢ data da: ’

A, =(Qua)ow) sse Agpeg, dove Ap={acA:(¥,g)=ol[d}

‘(*) Nella seduta del 13 marzo 1982.

8. — RENDICONTI 1982, vol. LXXII, fasc. 3.
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Diremo che (A, q) ¢ un modello standard, e scriveremo semplicemente
A, se |A| > N, e se g={sottoinsiemi di A pit che numerabili}. Quindi

A= (Qy %) 9 (x) sse  |Ap| > ¥,.

2. In [1] (p. 24) si dimostra il teorema di completezza per L (Q,) con il
seguente schema di assiomi:

Ax 0. Thutti gli schemi di assiomi di L.
Q—Ax 1.  N(Qux)(x=yV x=23)
Q—Ax 2. (Vx)(p = ¢) = (Qix) o > (Qu%) §)
Q—Ar3. Q))<= QY- )
Q—Ax 4 Q@) e~ @) Q) eV (Qux) (D)o
Q,—Ax 5. (Qi12) (x=x)

dove ¢ e ¢ sono formule di L (Q,).

3. Segue facilmente dal teorema di completezza che, per ogni formula

o (x), B (¥) di L(Qy)
— T1(Qua) e —> (Qu ) T«
= Q) (e VB) > () eV (Qix) B
= (Qu#) (2 A B) = (Qu) « A (Qu %) B.

4. Sia X (x) un insieme di formule di L (Q,) con al pil una variabile x
libera. Diremo che un modello (U, g) omette = (x) sse () A = &.
cel
TeoreMA ([1] p. 35). Sia T una teoria consistente di L (Q,). Sia X (x) un
insieme di formule di L (Q,) tale che:

7y T+ "1(Q, )0 (x) per qualche c e X

i) se ¢(x) & consistente con T allora esiste ceX tale che anche
(¢ A T16) lo e. Allora 'T ha un modello (standard) che omette % (x).

Osservazione. L'ipotesi #) da sola, in L, ¢ necessaria e sufficiente ([2] p. 79).
L’ipotesi 7) in L (Q,) & necessaria, come si vede con un facile controesempio.

5. Le definizioni che seguono ora sono le stesse di L tranne che invece
di considerare formule « (x,,--- x,) con al piu # variabili libere considereremo
formule « (x) con una variabile libera.

Sia T una teoria completa di L (Q,). Diremo che una formula ¢ (x) di L (Q,)
& completa in T sse per ogni altra formula ¢ (x) di L (Q,) vale esattamente
una delle due: T +— (Vx) (¢ — ¢) oppure T — (V) (e -~ "1¢) (in particolare
T +— (3x) ¢ (x)). Diremo che una formula 0 (x) ¢ completabile in T sse esiste
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¢ (x) completa tale che T~ (Vx)(¢ — 6). Diremo inoltre che una teoria T
(completa) & l-atomica sse da T — (Ix) 6 (x) segue che 0 (x) & completabile
in T. Infine diremo che U & un modello 1-atomico sse per ogni a€ A esiste
¢ (x) completa in Tk () tale che A = ¢ [a].

6. Proprietd. Se N & un modello 1-atomico (standard) di L (Q,) allora :

t)  per qualche formula completa ¢ (x) di Th(N) é W= (Q,x) ¢ (x)
)  qualunque siano o (x) e B (x) formule di L (Q,)

(©) TR —"1[(Qsx) e A (Qux) 4]
() Th(A)— 7 (Q, ) « <> (Qy &) T«
(000) Th(A)—(Qux) o A (Qrx) B +— (Qux) (x A B).

Dimostrazione. 1) Ogni elemento di U deve soddisfare una formula com-
pleta e |A| > ¥,.

i) (°) Si supponga per assurdo che esista una formula 0(x) tale che
Th(W)—(Q,x)0 ¢ TA(AW)—(Q,x)106. Sia ¢(x) una formula completa di
Th (A) tale che A= (Q, x) ¢ (x) come visto in 7). Per definizione di formula
completa deve valere esattamente una delle due: Tk (A) — (Vx) (¢ — )
oppure Th (A) — (Vx) (p —10) onde, applicando il Q,—Ax2, Th(A)—
—(Qix)e —> (Q,x) 0 oppure ThEA)— (Qx)p — (Q,%) 710 e poiche
A= (Q, x) ¢ (x) si ha I'assurdo.

A

(°°) Inoltre si & osservato in 3 che — 7] (Qu%) a — (Qy %) 1 a. Il vice-
versa segue da (°).

(°0) Infine, sempre da 3, si ha
T Q) (v TR <= T(Qua) T vV (Qu%) 71 8).
Ma, ‘per (°0),
ThU)—"1(Qux) (T V1B < (Qua)(x A B)

T —=T(Qux) T vV (Qux) 18) «— (Qux) « A (Qu ) B. O

7. TroremMa (Esistenza di modelli 1-atomici standard di L (Q,)). Sia T
una teoria completa di L (Q,). T ha un modello 1-atomico sse 'T' & 1-atomica e,
per qualche ¢ (x) completa, T — 7] (Q;x) 7] ¢ (x).

Dimostrazione. La condizione necessaria segue da [2] p. 94 e dalla pro-
prieta vista sopra. Viceversa, posto X (x)={"1 ¢y (%), -+, 1@, (x),---} con
@; (x) formule complete di T, la condizione sufficiente segue dal teorema
visto in 4. O
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8. Diremo che (B,r) ¢ un’estensione elementare di (%, g) e scriveremo
(UA,q)<(B,r) sse Ac B e per ogni formula ¢ (%,,---,%,) di L(Q,) si ha
A,9)=0play, -+, a,] sse (B,r)=¢[a;,---,a,] per ogni a,, -+, a,€A.

Cororrario ([1] p. 36). Sia (U, q) un modello debole numerabile. Suppo-
niamo che (A, q) abbia un’estensione elementare (B, r) tale che per tutte le formule
0 () di Tn(Q) =L (Q) U {edncar Ua )= (Qux) v () ste BeBNA tale
che (By,7)=¢[b]. Allora:

i} Tutti gli assiomi di L (Q,) valgono in (U, q)
i) (U, q) ha un’estensione elementare standard €

iwi) Se (W,q) omette Z(x) e (U,q)="1(Qix)o(x) per qualche
o (x)e X, allora § puo essere scelto in modo che ometta X (x).

9. TeorEMaA. Sia A un modello di L contabile e sia W <B con B #A.
Allora é possibile definire q< P (A) ed r< P(B) tali che (U,q) e (B,r)
siano modelli deboli di L (Q,) soddisfacenti le ipotesi del corollario in 8.

Dimostrazione. Definiamo ¢ nel seguente modo

s esiste una formula di L, ¢ (x) tale che
Xegq sse  X={acA|WAr=¢[a]} e inoltre
[ 3eB\A tale che Bx =g [5]

¢ #* @ in quanto A € ¢. Ovviamente se ¢ (x) ¢ una formula di L, si ha
A, q)=(Qx)p(x)  sse FbeB\A tale che Bs=¢ [b]
A,9)="1(Q,x)p(x) sse VbeB\NA si ha Ba="To[8].

Definiamo ora (B, r) nel seguente modo:
7) Se « ¢ un enunciato di Ly diremo (Bg,r)= o sse By = o
%) Se « & un enunciato di L, (Q,) diremo (Ba,r)=a sse (s, 7)=a

i) Infine se « & un enunciato di Lg(Q,) definiamo (Bg, )=«
per induzione sulla complessita di o con la clausola (Bg, r) = (Q;x) ¢ (x) sse
3B\ A tale che (Bg,r)=1{ [b], ove ¢ (x) & una formula di Lz (Q,).

E®,q < (B, r). Resta da vedere che

(*) Wa,9)=(Q.x)p(x) sse IbeB\ A tale che (Ba,r)=o[b]

per tutte le formule ¢ (x) di La (Q)).

Se ¢ (x) & una formula di Ly, la (*) segue dalla definizione di ¢ ¢ da 7).
Altrimenti si ha (Wa, ¢)=(Q,x) ¢ (%) sse X={acA|(WUa,s)=0¢[dl}eq.
Ma, se Xegq, esiste a(x) di L, tale che X={acA [Ny =a[a]} =A, ed
beB\ A tale che By=a[b] ¢ infine (U4, g) = (Q, %) o (x). Poiche X=A
ne segue (Ws , g) = (V) (¢ (x} «— «(x)) ed essendo (A, q) < (B,r) ¢ anche
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(Ba, 7)= (V%) (¢ (x) < « (x)). Pertanto (Bs,r)=¢ [6] con b B\ A. Vice-
versa supponiamo che 3b€ B\ A tale che (Ba,r)=0¢[b] con ¢ (x) formula
di L, (Q,). Da iif) segue (Bz,r)=(Q,x)¢ () e poiche ¢ (x) & una formula
di La(Qy) ne segue (Ba,r)=(Q, %) ¢(x) dacui, i), (As, q)=(Qi¥) o). O

CoroLLarIO.  Sia U un modello contabile per L e sia W <B con BFA
allora esiste € > W con C pits che numerabile tale che:

i) se ¢ (x) & una formula di Ly, e Br=¢[b] con be B\ A allora
esiste una infinita pin che numerabile di c € C tali che €= ¢ [c]

i) se ¢ (x) & una formula di Ly e Bp= "¢ [b] vbe B\ A allora somo
contabili i ce C tali che €= [c]

Dimostrazione. Segue dalla dimostrazione del teorema precedente e dal co-
rollario in 8. : (

10. In particolare, considerato il seguente problema aperto (di L): «Sia
A un modello contabile per L, sia X (x) un insieme di formule di L ¢ % ometta
2 (x). Supponiamo ancora che U abbia un’estensione elementare propria che
ometta X (x). ¥ ha un’estensione elementare pilt che numerabile che-omette
Z(x)?» possiamo dare la seguente risposta parziale:

CoroLLARIO. Sia U un modello contabile per L. Sia T (x) un insieme di
Sformule di L. W ometta X (x) e sia W<B con B#A. Se esiste s tale
che B="10o[b] Vb B\ A, allora esiste € >N con C pitt che numerabile che
omette X (x).

Dimostrazione. In base al teorema in 9, (A, g) omette X (x) e inoltre
(A, g)="1(Q, x) 6 (). Dal corollario in 8 segue la tesi. (Si osservi che anche
B[(B,r)] omette I (x)).

Nota. L’ipotesi che esista B (B 7% A) che omette X (x) ¢ necessaria.

Controesempio: « X (x) ={x 7~ ¢,} con ¢,eC, insieme numerabile di
costanti ».

11. Altre risposte parziali a tale problerﬁa di L vengono fornite da L (Q,)
nel seguente modo:

LemMA. Siano e B, N < B, modelli di L. Sia B pin che numerabile.
Allora esiste ¢ = P (A) tale che (W, q) ¢ un modello debole di 1. (Q,) verificante
t Q—-Assiomi e inoltre (U, q) <B in L (Qy).

Dimostrazione. Poiché ogni modello pili che numerabile di L ¢ un modello
standard di L (Q,) (verificante i Q,~Assiomi) basta porre, per ogni enunciato «
di La(Qp):(¥,9)=u sse B=ua

CoroLLARIO. Sia N un modello di L che omette % (x). Se tra le estensioni
elementari pitc che numerabili di W ve ne & una B tale che B,={bc B |B = [b]}
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¢ contabile, per qualche ccZX, allora esiste € > W pit che numerabile che
omette = (x).

Dimostrazione. Dal lemma si ottiene (U, ¢) = "1(Q, x) 6 (x) per qualche
o€ X. Inoltre poiche (U,q) verifica i Q,-Assiomi e omette X (x) allora
Th (U, q) soddisfa le ipotesi del teorema in 4 (per la condizione i) di tale
teorema cfr. [2] p. 79).

Nota. B non necessariamente omette X ().

CoroLLArIO. Sia N un modello infinito numerabile di L che omette T (x).
Se Ac={aecA|WA=qcla]} ¢ finito, per qualche c<Z, allora esiste € >N
pit che numerabile che omette = (x).

Dimostrazione. Posto g == {sottoinsiemi infiniti di A} si osservi che (U, g_)
¢ un modello debole verificante i Q,~Assiomi e inoltre (U, ¢_)="1(Q, x) 6 (x)
per qualche o e€Z.
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