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Geometria. — Il gruppo delle isometrie di un cono aperto, con-
vesso, regolare, omogeneo, irriducibile ed autoaggiunto. Nota di MAURO
MEscHIARI ), presentata **) dal Corrisp. E. VESENTINIL

SummMARY. — The group of isometries of a convex irreducible homogeneous self
adjoint cone is investigated.

It is proved that all elements of the connected component of the identity of the
group of all isometries are linear automorphisms, and that every isometry can be extended
as an holomorphic automorphism of the associated tube domain.

1. DEFINIZIONI E PREMESSE

(Vedi E. B. Vinberg [1], G. Gentili [2], M. A. O’Connor [3]). Sia V un
cono in uno spazio vettoriale, che d’ora in avanti supporremo di dimensione
finita, R. V lo diremo aperto se tale ¢ nel sottospazio di R da esso generato, L (V);
lo diremo regolare se la suo chiusura, V, nella topologia canonica di spazio vet-
toriale, non contiene alcuna retta affine di R.

Sia (-, -) un prodotto scalare definito positivo su L (V), con V cono aperto
convesso regolare; diremo cono aggiunto di V il cono convesso aperto regolare

V' = {x/x e L (V) tale che (x,y) >0 per tutti ye V—{0}}.

V lo diremo autoaggiunto se V="V’ per qualche prodotto scalare definito posi-
tivo su L (V).

Siano V, un cono di R, e V, un cono di R,; il cono prodotto di V, con V,
¢ il prodotto cartesiano nella somma diretta R, ® R,. Se diciamo isomorfi due
coni fra i quali esista una applicazione biunivoca che sia la restrizione di un
isomorfismo fra gli spazi vettoriali da essi generati, chiameremo riducibile un
cono isomorfo al prodotto cartesiano di due coni di dimensione positiva, #rri-
ducibile un cono non riducibile.

In fine, un cono V & detto omogeneo se il gruppo dei suoi automorfismi,
G (V), ¢ transitivo.

Per ogni cono aperto convesso regolare V possiamo definire la fun-
zione C*, detta funzione caratteristica di V,

@) = [exp(—(x,9) &y

A4

(*) Istituto Matematico « G. Vitali», Universita, Via G. Campi 213/B, 41100
Modena.
(**) Nella seduta del 9 gennaio 1982.
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(ove dy rappresenta la misura di Lebesgue su L (V) e V' il cono aggiunto di V
nel prodotto (-, -)). (E.B. Vinberg [1]). La funzione ¢ (-) risulta positiva,
illimitata nell’intorno di ogni punto di V-—V, e strettamente convessa assieme
alla funzione log ¢ (-). Il differenziale secondo di log ¢ (-) definisce pertanto
su V una struttura riemmaniana C%; struttura che risulta indipendente dal
_prodotto scalare scelto su L (V) e rispetto alla quale ogni isomorfismo & una
isometria.

Nel presente lavoro si intende studiare la relazione fra il gruppo G (V)
ed il gruppo delle isometrie, I (V), del cono aperto convesso regolare V. In M.
Meschiari [4] ho dimostrato che G (V) & sempre un sottogruppo proprio di I(V)
e, nel caso che V sia riducibile, anche la componente connessa dell’identita,
G, (V), di G (V) & un sottogruppo proprio di quella, I,(V), di I (V). Qui dimo-
strerd che se V & un cono, che d’ora in avanti supporrd sempre convesso aperto
regolare omogeneo autoaggiunto ed irriducibile, si ha

I(V)=G (V) {Identits, u},

con y I'isometria involutoria di V su se stesso definita da (. (x) , ) = 2log ¢ (y ; %)
(?log & (¥ ; x) & la derivata in «x, nella direzione y, di log ¢ (-)). Da cid segue
che G, (V) =1, (V) e che ogni elemento di I (V) si estende ad una trasformazione
olomorfa del dominio tubolare associato a V.

Una dimostrazione, del tutto indipendente, nel caso particolare dei coni
sferici si trova in G. Gentili [5].
Per i particolari delle dimostrazioni rimandiamo ad altra pubblicazione.

2. 'T—-ALGEBRE E CONI OMOGENEI REGOLARI

Sia «7 un’algebra reale di dimensione finita, & si dice un’algebra di matrici
di rango m, a diagonale reale e involuzione *, se essa ¢ munita di un automorfismo
involutorio * ed ¢ bigraduata da m? sottospazi &7;;,7, j=1,---,m, tali che:

(@ —=a per ogni ae€ ;

(ab)* = b* a* per tutti gli a,be /5
A= per tutti gli ¢, j=1,---,m;
dim «7;; =1 per i=1,-.-,m;

Mi]'djkgﬂik Per tuttii,j,k_:—l,"',m;
5 A =0 per tutti ¢,j,h,k=1,---;m e j#h

Se 7 & un’algebra di matrici a diagonale reale e di rango m, per tutti gli
i=1,.-+,m, o risulta una sottoalgebra di &/ canonicamente isomorfa al
campo dei numeri reali.

Denotiamo con p; tale isomorfismo, con e;==p; (1) e con e==23;¢;
(j==1,---,m), per ogni i=1,...,m.
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Sempre restando con le stesse ipotesi su &, fissiamo alcune notazioni. Per
ogni a € & indichiamo con:

a;,i,j=1,--,m, Pelemento di & tale che a —a; €3, A, (r,s=

=1,2,--,merF#1i,s%]J);
pi(a),i=1,---,m, il numero reale p;(ay);

Sp (a):z:rnr Pr (a) (721)""’") (OVC n, =1 +%2] dim A 1
(j=1,---,me jF#r));

aA:_—%Z]aj]—l—era,s (j,}',s:l’-..’m ed r<s);

avza—aA.

Indichiamo poi ancora con
C(A)=2Zyy; (G, 7=1,"sm e i<j);
T(#)={alact (a) e 0.(a), " pm(a) >0}.

DEFINIZIONE. Si chiama T-algebra di rango m ogni algebra di matrici o7 di
rango m, diagonale reale e involuzione *, tale che:

e;a=—=ae; per tutti g i=1,-...m e aecdy;
Sp (ab) = Sp (ba) per tutti gli a,be s,

Sp (@ (bc)) =Sp ((ab)yc)  per tutti gi a,b,ce «;

Sp (aa*) >0 per tutti gli ae o —{0};

t (uw) = (tu) w per tutti i t,u,wed ();

¢ (uu*) = (tu) u* per tutti © t,uc@ ().

Per ogni T-algebra ./ i due sottoinsiemi di 2/ dati da
V(&)={aa*lae T ()} e V' (&)={a*alaeT ()},

sono due coni aperti convessi omogenei regolari, aggiunti rispetto al prodotto
scalare dato da (a,b)=5p (ab*), ed ¢ L(V(¥))=L (V' (&))={x/xec/
ed x=ux*}.

Se V ¢ un cono aperto convesso regolare ed omogeneo, esiste una T-algebra
&/ tale che V ¢& isomorfo a V (7). Se poi V & anche autoaggiunto ed irriducibile
&/ ¢& tale che V (&) = V' (&) e tutti i sottospazi &;;,7, j=1,---,med i £},
hanno la medesima dimensione k. Se il rango di 7 ¢ 2, k & un intero positivo;
seilrango ¢ 3,k¢1,2,408;seilrango¢ >3,ke 1,2 04. (Confronta E. B.
Vinberg [1], G. Gentili [2], O. Rothaus [6] ¢ [7] ed M. A. O’Connor [3]).

Nel seguito ci limiteremo a considerare coni associati a T—algebre che sod-
disfino alle suddette condizioni senza farne piu esplicito riferimento.
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3. IL TENSORE METRICO, LA CONNESSIONE RIEMANNIANA
ED IL TENSORE DI CURVATURA DI V (&)

L’applicazione di T (&)X & in & definita da L (s,h)=%,(h) =
== (sh?) s* + s (hg s*) (B (s , By =R, (h) = s* (h> 5) + (s* k) §) struttura T ()
come un gruppo semplicemente transitivo di automorfismi di V (&) =V’ ().

Posto 1, (k) — h®k + khy (r (k) == hy k + kh?), comunque si prendano
h,keL (V (%)), si ha, per ogni seT (&), che

’Z&xps = €Xp l(s+s*) (%exps == €&Xp r(s+8*))
e quindi

det (Lonps) = exp 8P (5 + 5%) (det (Zexns) = exp 5p (s + 5¥)).

Se ¢ (-) & la funzione caratteristica di V e 6 € G(V), si ha ¢ (0 (x)) =
=det 67" ¢ (x) e pertanto

log ¢ ((exp 5) (exp §)*) =1og & (Fexps (€)) = — Sp (s +- %) + log & ().

Sviluppando in serie di Taylor ed uguagliando i termini di ugual potenza
in s, si ottengono le relazioni

2log b (s + ) = —Sp (s + 5¥)
2log & (s + %, 5 + ) = 5p (5 + )
Blog (s + s*, 8 + s%, s + ) =—25p ((s + s*p)

(ove 3'logd,i=1,2,3, indica la forma i-lineare su L (V (&) che rappre-
senta il differenziale i~esimo di log ¢ (-) in e).

~ Fissiamo una base ortonormale {u;,---,u#,} in L (V (%)) ed indichiamo
con a 0b=1%(ab + ba), per tutti gli a,be . Dalle relazioni precedenti si
ottiene che:

le componenti del tensore metrico g in e sono date da
&5 == Sp (wsuy) = (u;, ;) i, 7=1,---,m;
le componenti della connessione riemanniana I' in e sono date da
ZigijPj’lk:%aalog‘b(ui:uh’uk) (j:-l,---,m)
e quindi X, I‘jhkuj——:—uh ou, (j=1,---,m);
le componenti del tensore di curvatura R in e sono date da

Rijhk — % Zs (I\ijs Pshk . Pihs stk) (s =1 AN m)’
percio

ESRs:ihku-?:%(ujD(uhDuk)_“uhD(uj 0 1)) (s=1,.--,m).
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4. IL GRUPPO DELLE ISOMETRIE DI V ()

Dalle relazioni ottenute in 3. si ha il

Lemma Sia 0 :V () — V() una isometria tale che 0 (e) —=e. L’appli-
cazione tangente a O in e, O, soddisfa alle:

Sp (6 (x) 0" () =Sp(xy)  per tutti gi %,y e L (V());

0 (x) 0 (8" () 0 (8 (2)) — 0" (») 0 (V' (x) 08 (2)) =0 (x0 (yo2) +
—yo(xoz)) per tutti g x,y,zeL (V(«));

0’ (e)=e.

Teorema 1. Sia 0 :V (L) — V() una isometria tale che 0(e)=e e
0’ (¢) =e. Esiste un automorfismo v di V (oZ) tale che v 0’ (e;)==e; per tutti gl
i=1,...,m.

Diamo qui soltanto uno schema della dimostrazione suddividendola per
comodita in alcune parti:

a) Per ogni sottoinsieme B di A={(Z, j)/i,j=1,.---,m e i <j}, tale
che comunque si prendano (Z,j),(j, k)€ B sia (¢, k) € B, indichiamo con Kp
il pit piccolo sottogruppo di G (V (7)) che contiene I'insieme

U(r,p){“%s@s/seziyii‘i‘ Ay (=1,---,m)} ((r,p)eB)

e con Hjy il sottogruppo di Ky che fissa e. Hg ¢ un gruppo di Lie compatto
e pertanto, fissato k€ L (V (27)), deve esistere un elemento & € Hg nel
quale I’applicazione continua e non negativa di Hp nei reali definita da
N —>Sp ((n(h) —Z;m(h)y)?) (f==1,---,m), ha un minimo. Alcune conside-
razioni sui sottogruppi ad un parametro di Hy conducono a dimostrare che, se
h;;==0 per ogni (i, j) € A — B, il valore minimo della applicazione precedente
¢ 0, vale a dire che & (h) & diagonale.

b) Prendendo in considerazione dei particolari sottogruppi ad un para-
metro di Hy si dimostra che comunque si prenda (¢, j) € B, esiste un elemento
£ € B tale che £ (¢,) = ey, $=1,---,m, con o la trasposizione su {1, - -, m}
che scambia ¢ con j.

¢) Per a), in H, esiste un elemento £, tale che &, 6’ (¢;) ¢ diagonale. Per
il lemma precedente si ha che &, 6 (¢,) =¢;, per qualche 7,7 che noi potremo
supporre uguale ad 1.

Supponiamo ora che per qualche 1 <7 < m—1 esista un &, € Hy tale che
£ 0" (e)=e,, per ogni s==1,---,7. Posto B={(,)))i,j=r+1,---,m
e i <j} si ha che (£, 0 (.4));=0 per ogni (i,j)€ A—B (vedi il lemma
precedente) ed inoltre, per ogni n € Hp, si ha v (e)=¢, per s==1,---,7. Ne
segue che esiste un elemento &, ,e€ H, tale che £, 6" (e)=e¢, per tutti gli
s=1,...,r4 1.

3. — RENDICONTI 1982, vol. LXXII, fasc. 1.
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Il teorema di induzione ci assicura Desistenza di un £ eH, tale che
£0'(e;)=e¢, per tutti gli s=1,...,m—1 e quindi anche per s=m (sempre
per il lemma precedente). Q.ED.

Dal teorema precedente segue il

TeoreMa II. Sia o/ una T-algebra, con V () irriducibile ed autoaggiunto,
se O e automorfismo di V () che fissa e assieme alla sua applicazione tangente in
e, allora 9 ¢ un automorfismo di V ().

Dimostriamo il teorema nell’ipotesi che sia 0 (e;))=¢;,i=1,.-..,m,
poiche il caso generale diventa una banale conseguenza del teorema precedente.

Una conseguenza del lemma precedente ¢ che, per ogni ae «&/;;,1 <i <
<j<m,b (a+ a*)e L+ o/;; pertanto 6’ & la restrizione dell’applica-
zione lineare di 7 su se stessa, applicazione che indicheremo sempre con &,
data da a —X2;; (9" (ay; 4 aiz)); (G, j=1,+++, m). 0 soddisfa alle due condi-
zioni: 0’ (a*) =10"(a)* ¢ O (hR)=0'(h) 0’ (k),he o;; e ke, per tutti gli
1,7, r=1,--.,m.

Per ogni x € L (V (%)) consideriamo la successione di m elementi
di L(V(«)) definita da a™ = x,---, 2% =3 (o5 (+®) &) — 2® &)
((,j==1,---,m),---, e la successione di m numeri reali p,, (x) = p,, (x™),- -
seey P (%) =y (). Il cono V(&) & caratterizzato dalle m disequazioni
Pm(%) > 0,---, py(x) > 0. (Vedi ad esempio E. B. Vinberg [4] ¢ O’Connor [3]).

Poich¢, per 6, si ha evidentemente p;(0'(x))=p;(), i=1,---,m,
0" (V(«)=V () e quindi 6’ ¢ un automorfismo di V («&7). 6 e 6’ sono due
isometrie di V (/) su se stesso tangenti in e, e V (/) &€ una varietd riemanniana
completa e connessa (vedi G. Gentili [2]), ne consegue che 6 =10 ¢ quindi 6
¢ un automorfismo di V (). Q.E.D.

L’isometria involutoria di V (&) in s¢, definita in 1., p, fissa ¢ ed ha una
applicazione tangente in e, p’, tale che p'(e) = —e, pertanto, tenendo conto
delle considerazioni fatte in 1., si ha il

TeOREMA II1. Se V. & un cono aperto connesso regolare omogeneo irriducibile
ed autoaggiunto, detta . Pisometria involutoria (defimita in 1.) di V su sé stesso,
si hanno le

1 (V)= G (V) {Identita, p};
I, (V) =G, (V)

Siccome ogni automorfismo di V & estendibile ad un automorfismo olomorfo
del dominio tubolare associato a V (Kaup-Matsushima—Ochiai [8] e Murakami
[9]) e tale ¢ anche I'involuzione p. (Rothaus [6]), si ha il

CoroLLARIO. Tutte le isometrie di un cono aperto convesso regolare omoge-
neo irriducibile autoaggiunto sono estendibili ad automorfismi olomorfi del dominio
tubolare associato.
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