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Magnetofluidodinamica. — Sui moti per eliche circolari in 
Meccanica dei plasmi. Nota di G iulio M attei (*), presentata (**) 
dal Socio D. Graffi.

Summary. — In this paper we extend to Plasma Mechanics the study of the hydro- 
dynamic steady motions in which the streamlines are circular helixes. The plasma is 
described by the magnetofïuiddynamic equations with the Hall effect. Velocity and 
magnetic fields (and, in correspondence, the pressure field) that make such motions pos
sible are determined. So a class of exact solutions of the magnetofïuiddynamic equations 
with the Hall effect is pointed out.

1. Introduzione e formulazione del problema

La ricerca di classi di soluzioni esatte delle equazioni della Magnetofluido
dinamica (MFD) 0) è stata (ed è) oggetto di indagine da parte di non pochi 
studiosi. Con la presente Nota si è cercato di portare a questo settore di ricerca 
un contributo che, ancorché circoscritto, è sembrato non privo di interesse.

In [2] (nn. 4, 5) è stata messa in evidenza una classe di soluzioni esatte MFD  
corrispondente ad un moto stazionario per eliche circolari con un campo di 
velocità caratteristico di un moto alla Strakhovitch e con un campo magnetico 
avente una opportuna struttura. In [2] il fluido è considerato omogeneo, incom
primibile, viscoso, ma dotato di conducibilità elettrica tanto grande da potersi 
ritenere infinita ed in assenza di effetto Hall. In [3] il risultato di [2] è stato esteso 
al caso di conducibilità elettrica finita, sempre però neir ipotesi di assenza di 
effetto Hall. ;

In questa Nota si riprende la questione rinunciando all’ipotesi di assenza 
di effetto Hall (3). Specificatamente si dimostra che per un plasma descritto dalle 
equazioni della MFD non linearizzate, omogeneo, incomprimibile, viscoso (sto- 
kesiano lineare), soggetto a forze di massa di origine non elettromagnetica con
servative, dotato di conducibilità elettrica finita ed in presenza di effetto Hall,

(#) Meccanica Razionale, Facoltà di Ingegneria dell’Università di Pisa.
(#*) Nella seduta del 26 giugno 1981.

(1) Per la nozione di soluzione esatta si rimanda a [1] Sect. 4 a, dove tale nozione 
è data e commentata per il caso puramente idrodinamico ; ma essa è spontaneamente 
estendibile, mutatis mutandis, alla MFD.

(2) Per quanto concerne tale moto nel caso puramente idrodinamico, cfr. [1] Sect. 
30 a).

(3) È nota l’importanza dell’effetto Hall nei plasmi (cfr. per es. [4], anche per una 
ampia bibliografia al riguardo).
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sono possibili moti stazionari per eliche circolari e si determinano dei campi di 
velocità e dei campi magnetici (ed i corrispondenti campi di pressione) che 
rendono possibili i moti suddetti. La Nota termina con una osservazione sui 
moti stazionari MFD i cui campi di velocità e campi magnetici competono sia 
ad un fluido non viscoso, perfetto conduttore dell’elettricità ed in assenza di ef
fetto Hall che ad un fluido viscoso, dotato di conducibilità elettrica finita ed in 
presenza di effetto Hall (supposti entrambi i fluidi omogenei incomprimibili).

2. E quazion i d i base 

Le equazioni non lineari di base sono (in unità di Gauss)

(2.1) v A co — grad ( — -f- ~ ----- U ) -|— -—- —  (rot B) A B -f- vV2 v  =  0
VP 2 /  4

(2.2) div z; =  0

(2.3) rot (v A B) +  vm V2 B +  ß rot (B A rot B) =  0

con la condizione

(2.4) div B =  0 .

In esse v è il campo di velocità, to =  roti; il vortice, p  la pressione, p la 
densità (costante), U il potenziale delle forze di massa di origine non elettro- 
magnetica riferito alPunità di massa, [l la permeabilità magnetica (costante), 
B il vettore induzione magnetica, v il coefficiente di viscosità cinematica (costante), 
vm =  £2/4 7up,cj il coefficiente (costante) di viscosità magnetica (c velocità della 
luce nel vuoto, a conducibilità elettrica, costante), ß =  c2 ßH/4 Tcp. con ßH 
coeffipiente di Hall.

Le (2.1), (2.2), (2.3) costituiscono un sistema non lineare di 7 equazioni 
differenziali alle derivate parziali in 7 funzioni incognite scalari: le tre compo
nenti di v y le tre di B e p.

Prendendo il rotore di ambo i membri della (2.1) si ottiene la

(2.5) rot (co A v ) — vV2 co ~\— — ----rot (B A rot B) == 0 .
4 7T(Xp V

Le equazioni (2.3) e (2.5) esprimono le condizioni caratteristiche affinchè 
un campo di velocità v ed un campo magnetico B solenoidali competano ad un 
moto MFD con effetto Hall di un fluido viscoso incomprimibile. In analogia con 
la nomenclatura idrodinamica (cfr. [1], p. 3) chiamiamo la (2.5) « equazione di 
compatibilità ».

Determinata una soluzione solenoidale (v , B) del sistema (2.5)-(2.3), la 
pressione p  si ricava dalla (2.1) con una quadratura.
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3. Soluzione del problema

Introdotta una terna di coordinate cilindriche ortogonali T (0 ; r , <p , 0) 
di versori er , , ez , per i moti per eliche circolari si ha

(3.1) v  =  ©9 (r) +  vz (r) ez .

Per (3.1) la (2.2) è identicamente soddisfatta e sussistono le

co dv7 1 d
e* + T ~ d 7  ^  e*d r

® A w  =  grad ( —  +  j  —  drj

(3.2) { (  u v'v ©9 \  /  » v'z \
| V * o = ^ 9 +  - -------- ^ « 9 + ^  + — ) • *

rot (co A v) =  0
t fi ! \ r% rr r \V72 / W , ©z ©Z \ . / W . 2 ©„ ©9 . ©9 \

V*co =  — |©t +  — — J « 9 + ( ©9  + - ^ - - ^ 5- +  - ^ ]

Per (3.2), la (2.1) e la (2.5) assumono la forma

(2.1') - g r a d  ( ^ - f ^ d , - u ) +  (rot B) A B +

+  v ( fa  +   ^ r )  ev +  V (»ä +  -y -) e: =  0

(2.5-)

+
1

4 7T(JLp
rot (B A rot B) =  0 .

Cerchiamo, se esistono, classi di soluzioni esatte per le quali sia

(3.3) B =  Bcp (r) e<p +  (r) ez •

Da (3.3) segue

(3.4) B A rot B =  grad +  (  ~  dr j  .

La (2.4) resta identicamente soddisfatta dalla (3.3) e da (2.5') seguono le

(3.5)

(3.6)

I 9 v <9 v <p I  nv<p +  1 ~ r  1 z r  +  ~~s~ — u

m , Vz
4 = o -
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L’integrale generale della (3.5) è dato dalla

(3.7) =  —  +  Cr +  Dr log r

e quello della (3.6) dalla

(3.8) vz =  E log r +  TV2 +  G ,

con A , C , D , E , F , G costanti arbitrarie.
La (2.3), avendosi per (3.1) e (3.3) rot (i>AB) =  0 e tenuto conto di (3.4), 

assume la forma

(3.9) V2 B =  0 .

La (3.9) proiettata su er dà un’identità; proiettata su e<p dà

(3.10) B; +  Ì - ì  =  0,

il cui integrale generale è

(3.11) B, =  H r + . - L ,

con H e K costanti arbitrarie; proiettata su ez dà

(3.12) b;  +  —  =  0 ,r

il cui integrale generale è

(3.13) B2 =  I l ogr  +  L ,

con I ed L costanti arbitrarie.
Passiamo ora alla determinazione della pressione. Da (2.1') per (3.4), (3.7) 

e (3.8) segue

(3,14) 7 ^ d r - U  = 2  vD<p +  4 vF*
r

B2
8 7T(Xp

dr .

Se, come supponiamo, U è una funzione uniforme del posto ed il fluido occupa 
un dominio dove 9 può variare da 0 a 2 7r, per evitare polidromia nella pressione 
p  rispetto a cammini circondanti l’asse z  (polidromia fisicamente inaccettabile) 
porremo D =  0.

Conseguentemente da (3*7) segue
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e da (3.14)

(3.16) j L _ u  =  — 4 r 4 r  +  2 A C l o g r  +  -Ç -r 2 +  4vF s —
p 2 r2 2

1
4 [X7T p

K2 1 H2 r2 \
^ -  +  2 H K l o g r  +  ^ j  + M ,

con M costante arbitraria, e P — p - \ - p m con )̂w =  B2/8Tupi pressione magnetica 
(da considerarsi nota in base a (3.3), (3.11) e (3.13)). La (3.16) determina la 
pressione.

In definitiva possiamo concludere che per il plasma in esame sono possibili moti 
per eliche circolari con un campo di velocità {3.7)-{3.8) caratteristico di un moto 
alla Strakhovitchy con un campo magnetico dato dalle {3.3), {3.11) e {3.13) e con 
un campo di pressione dato dalla {3.16).

Le costanti arbitrarie saranno utilizzate per soddisfare condizioni al 
contorno relative a specifici problemi. Al riguardo osserviamo che se, in uno 
specifico problema, si richiede regolarità sull’asse O# per il campo di velocità 
e per il campo magnetico, si deve porre A =  0 ,E  =  0 ,K  =  0 , I  =  0. 
Ne segue

(3.17)
( v =  Cr e<p -f- (Fr2 +  G) ez 

l B =  Hr ev +  L ez

con L ez interpretabile come campo magnetico primario costante e Hr e<p come 
campo magnetico indotto. In corrispondenza, per la pressione segue da (3.16)

fi H2 r2 C2 r2
(3.18) ^  +      4 vF* — U =  costante .v ; p ^  4 tt(xp 2

4. U na osservazione

In idrodinamica si è posto il problema di determinare esempi di moti sta
zionari i cui campi di velocità competano sia ad un fluido non viscoso che ad 
uno viscoso (supposti entrambi i fluidi omogenei incomprimibili). Classi di 
moti che godono di detta proprietà sono state determinate sia nel caso piano 
che in quello spaziale (cfr. per esempio [1], pp. 4, 19, 54, 102).

Sembra quindi non privo di interesse Panalogo problema in MFD. Speci
ficatamente ci proponiamo di determinare esempi di moti stazionari MFD i 
cui campi di velocità e campi magnetici competano ad un fluido non viscoso, 
perfetto conduttore delFelettricità ed in assenza di effetto Hall e ad un fluido 
viscoso, dotato di conducibilità elettrica finita e in presenza di effetto Hall (sup
posti entrambi i fluidi omogenei incomprimibili).
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Un primo esempio è fornito proprio dal moto MFD per eliche circolari 
studiato nella presente Nota. Infatti per tale moto nelle equazioni (2.3) e (2.5) 
si annullano separatamente sia i termini contenenti v , vw e ß sia gli altri.

Altri due esempi si evidenziano subito come casi particolari del moto MFD 
precedente facendovi: 1) vz =  0 («rotazioni viscose» MFD, cfr. [6]; in parti
colare rotazioni rigide MFD, cfr. [5]); 2) ^  =  0 (moto assialsimmetrico per 
rette parallele).
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