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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fìsiche, matematiche e naturali

Seduta del 9 maggio 1981 
Presiede il Presidente della Classe G iu s e p p e  M o n t a le n t i

SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Matematica. — Réseaux modulaires à structure variable (*). Nota 
di L o u ise  M a r t in , presentata <**> dal Socio E. M a r t in e l l i .

Riassunto. — Si dà una formalizzazione dei moduli e delle reti modulari a struttura 
variabile. Si dimostra che per ogni automa finito a struttura variabile esiste una rete mo
dulare a struttura variabile che lo simula. Si stabilisce il legame tra un automa a struttura 
variabile e l’automa a struttura variabile associato a una rete modulare a struttura variabile 
che lo simula.

1. Introduction

La déconkposition et la simulation des automates constituent un problème 
qui a absorbé depuis les 15 dernières années F attention des chercheurs du 
domaine de la théorie des automates et dont les implications théoriques et 
pratiques sont importantes.

Même si les réseaux modulaires ont été introduits pour décrire en termes 
mathématiques l'activité du cerveau [11], on les a développés dans le cadre de 
la théorie des automates [8, 15] et par la suite ils ont été utilisés dans la simu
lation des automates [2, 9, 10, 13].

Les automates à structure variable [4, 1, 14] se sont révélés un outil utile 
fournissant dans de nombreuses situations des solutions plus économiques au 
problème de «réalisation» des automates déterministes [3, 5, 6, 7, 12].

(*) Cette recherche a été subventionnée par V Université du Québec à Trois- 
Rivières.

(*#) Nella seduta del 9 maggio 1981.
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Le but de cet article est de formaliser la notion de réseau modulaire à struc
ture variable (II) (qui constitue une extension des réseaux modulaires) et de 
l’utiliser dans le cadre de la simulation des automates à structure variable (III).

2. M odule et reseau modulaire a structure variable

D éfinition. Un J-module à structure variable est un triple 

J î  =  (m , I , I n e N})

où m e  N*, I est un ensemble non vide de cardinalité finie J , {\in | n e N} 
est une famille d'applications [in : Im -> I.

Un tel J-module est un appareil comprenant m lignes d'entrée {Sj, • • •, £m} =  ê  
et une seule ligne de sortie {co} = £ f.  Si au temps w, l'entrée est (z} , • • - , im) 
alors au temps n +  1, la sortie est ^ (z}  , • • - , zm). Dans le cas particulier où 
pour tout n e  N , \Ln =  (x, on retrouve les J-modules décrits dans [8].

A tout J-module à structure variable peut être associé l'automate à 
structure variable sé =  [Im, I , I, { fn I n e N} , (gn I n e N}] où pour tout se  I 
et pour toute entrée (z} , • • •, im) e Im

fn > (h > * ’ * y *̂m)) === V*n (h > * * * > *m)

Sn > (fi y ’ * * y îm)) == F'n (}\ v * * ’ » hrc) •

Nous pouvons donc parler de l'état d 'un J-module à structure variable et 
cet état au temps n +  1 coincide avec la sortie du J-module au temps n -f  1.

Définition. Soit {Jtj | j  =  1 , • • •, r} une famille finie non vide de J-m o
dules, à structure variable où J t $ —  , I , | n e N} , ^  =  {£x, • » •, s e i 
est l'ensemble des mj lignes d’entrée et —  {oy7} est le singleton formé de

r
la ligne de sortie de J t$ (j  =  1 , • • •, r). Une partition II de ( J  (ê$ U n

j=i
est S-bornée si

z) pour tout B e l l B n
r

U ^ i <  1

iï) il existe B e II
t

B n  (J se i
1

=  0 .

D éfinition. Un réseau modulaire à structure variable sur un alphabet I 
est un 5-uple 1 j  =  1 , • • •, r} , Il , «f, {vw | n e N}] où

/)' \J t$ I j  =  1 , • • •, r} est une famille finie non vide de J-modules 
à structure variable J l $ — (m j, I , | n e N})
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iï) H est une partition S-bornée de ( J  U ■ n
1

ni) ê  =  { b 6 n B n  0  y i
1

=  o .

Posons S  —  {Si, • • •, Sp} et appelons ê  T ensemble des lignes d'entrée 
de @t.

iv) B g I I b  n  0  y j
j = l

1 .

Posons {£>!,•••, coJ et appelons S? l’ensemble des lignes de sor
tie de

v) vw: F - > « F  est définie par induction sur n : supposons que pour 
tout cùha g {co*1, • • •, gA} a  {co1, • • •, cor}, il existe coa g &  tel que iùa g coa . 
Alors

v0 (h y • • • , ip) =  ([41 (il\ • • • , imh)  ,\Ag (il*, ' • • » i \  ))

OU

.ha I 4  SÌ ^

4  s’il existe B € n  tel que (cov, £&*} c= B

pour k =  1 , • • -, mha et a =  1 , • • -,
Supposons vw_i défini et qu’au temps n — 1, le J-module Ji$ est dans un 

état 4 - 1 , j  =  1 , * • •, r. Alors

M h ,• • *,) =  ( f£  ( n \  • • • , 4 x) , • • •, $ ( & ,  • • • , à k ))
ou

,fia  ̂ 4  SÌ £&* G £w

I 4-1  s’il existe B g II tel que (cov, £&*} — B

pour k =  1 , • • •, et a =  1 , • • •, q.
Dans le cas particulier où pour j  =  1 , • • •, r [iJn =  \i3 pour tout n e  N, 

ou retrouve les réseaux modulaires décrits dans [2, 8].
A chaque réseau modulaire à structure variable, on peut associer une famille 

de fonctions {vn \n e  N} où vw : F  -* F  est défini par induction sur n.

v0 (h  y * * * y i p )  : = =  ( f l - y  * y i m i )  > * * * > ( 4  > * * * y 4 v ) )

OÙ
i 4  SÌ 4  G SM

4 =
( 4  s’il existe BgI T tel que {c/, £&} £  B 

pour k =  1 , • • •, ntj et /= = 1  , • • •, r.
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Supposons v„_i défini et qu’au temps n — 1, le ^-module Jl$ est dans 
un état Sn-i, j  =  1 , • • •, r. Alors

où
Vn (fl » * * * > fp) * i}ßn (fl y * ' * > m̂y) » * * * » \ßn (fi > * * ’ y fnv))--. 

I 4  si s l e ê M
4 =

( ^ _ i  s’il existe B e l l  tel que {cùv, £0 S B.

Comme les applications \ n et vn dépendent de l’état s^-i des ^-modules 
nous écrirons lorsqu’il sera nécessaire

( ( h  >* * ' * >  *̂p) 1 ( ^ n —1 > ' * * ’ > i ) )  ^  ( ( h  » * * * > ì p )  I ( ß n — 1 > l ) )  •

Ainsi à tout réseau modulaire à structure variable peut être associé un auto
mate à structure variable

Â  =  [I3\  r, F ,  {/n I n € N}, { ^ |  n e  N}  où pour tout ,•••' ,  ip) e F , 
(5 , • • •, £ I >

f  n ((^l > * * ’ > $r) » (fl > * * * > fp)') == ((fl > * ’ * > fp) I ( l̂ > ’ * * > r̂))

«Sn ((̂ 1 > ' * * > r̂) » (fl > * * * » p̂)) ==  ̂n ((fl > * ’ ' > p̂) I ( l̂ ) * * * » r̂)) *

3. Simulation des automates a structure variable

Introduisons d’abord quelques notations. Pour chaque n e N, soit 
J» c  {1 ,•••, />} X {1 , • • • ,  m} et soit J =  ( j  J»- Posons | J J  = q n < pm  et

n e N
I J [ =  q <  pm. A chaque #-uple e =  ( ’ 1 ’ > exy . • • •) e {0 , l}4, (x , y) e J, on 
associe de façon unique pour chaque n e N une matrice d’ordre p X m, 
E» =  (««) où

„ t ehl si (h , l) e ]„
&hl \

f 0 autrem ent.

Soient K n — {{a , b) | a +  b =  min {h +  11 —  1}}.

(1)

(2)

 ̂ min {a | 3b : (a , b) e KJ- 
In === \

f 1 autrement

j min {b I 3a : (a , b) e K J
Cn=  \

( 1 autrem ent.

Interprétons ces trois constantes: soit D la droite reliant les entrées et 
#2i de la matrice En. Puisque toutes les entrées de En situées sur une droite pa
rallèle à D ont même somme d’indices, K n est l’ensemble des couples dont les
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composantes ont la propriété suivante: elles indiquent les indices des entrées 
égales à 1 situées sur une même droite D ' parallèle à D et qui est la première 
droite contenent une entrée égale à 1. Par ailleurs, ln (resp est le plus petit 
indice de ligne (resp colonne) rencontré par la droite D ' et pour lequel l’élément 
de rencontre est 1 ou /w= l  (resp cn =  1) si En est la matrice nulle.

D éfin ition . Soit J*} =  [I, , S j ,Oj , { f i \ n e ' N }  , { g l \ n e  N}] j  =  {1,2} 
deux automates à structure variable. L ’automate sé% simule faiblement l’auto
mate sé̂  s’il existe un triple (a , T , ß) où a : Ix —>• I 2 r  == (y0 , * * •, yn , • • •) 
est une suite d’applications, —>• S2 et ß : 02 -> 0X tels que le diagramme
suivant est commutatif pour tout n e N

S, x I , ------------------ - -------------  ► Oj

(Y«,a) ß

S2 x  I 2 ---------------------   — ------► O2
**

T héorème. Pour tout automate fini à structure variable, il existe un réseau 
modulaire fini à structure variable dont Vautomate associé simule faiblement sé.

Démonstration. Soit sé =  [ I , S , 0 , { / „  I « e N }  ,, { gH I n e  N}] un 
automate fini à structure variable. Posons Ii =  {h  ,* * •, it} > S =  {s± ,• • •, $p} 
et 0 =  {0X, • • •, 0m} . Pour chaque n e  N, soit

Jn =  { { j , k) I l i e  1 , 3s 6 S : /„ {s , ï) =  s, et gn (s , ï) == 6*} U 

{(; , 1) I V ie I , Vse s : f n (s , i) ^  s}}.

Soit J =  ( j  J»-Alors Jn c  I1 X U » • • •. «}• Posons | J„ | — qn et | J | = g .
ne N

A chaque couple ( / ,  k) e J, associons le 2-module à structure variable 
^ fl i  =  (q +  t , {  0 , 1 } ,  {{J-n I n e N}) où \j.n =  {0 , l}î+< -> {0 ,1 }  est ainsi dé- 
finie: pour tout (q +  £)-uple (e , c) où e e {0 , l}q et c =  (c±, • • •, ct) e {0,1}* 
soit

 ̂ min {r | cr =  1} 

autrement

si Sj = fn ( sî„ . h) et e* =  g (sin , it) 

autrement

Ì i 

i i
Ä  (e. <0 =

( 0

où ln a été défini en (1).
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Posons S  K =  {s^ I ( x , y)  e J} U {ef | =  1 , • • •, t] et srjh =  {«#}.

Considérons le réseau modulaire à structure variable sur { 0 , 1 } ,
I ( j , k) e j} , Il , i  , 3?, (vw I wgN}] où II est la partition S-bornée

de U {ßjk U S?#) ainsi donnée:
<i»*)e J

i) Pour 1 < r < t y soit Br =  {eJrk | ( / ,  k) e J}

ii) Pour (x , y) e J, soit Bxy =  {z}xy | ( j , k ) e j }  U {w^}.

Posons g  =  { ,• • •, BJ et ST =  {.Bzy | (x , y) e J}.

Définissons vw : {0 ,1}* -* {0 , \}q par induction sur n.

^ 0  (^1 f f )  = =  (  * * ’» (  * * * > $xy > * » H  > ’ * * > h)  O U  U  > ^  J  O t $xy

est l’état initial du 2-module J txy , (x , y) e J.

Supposons v^_i défini et supposons qu’au temps n — 1, le module d txyy 
(x , y) e J est dans l’état s^ÿ1.

V n  ( h  > * ’ * > ^if) " (  * * > m i  (  * * * > > * * *> h  > * ’ ’ > ^t) > * * * )  O U  ( /  > ^ 0  ^  J*

L ’automate à structure variable associé à à savoir,

=  KO , iy , (0 , îy , (0 , îy-, { /;  | ne N} , {*£ | ne N}]

simule faiblement ja/. Il suffit de choisir

i) oc : I {0 , iy  où a (ir) =  (Slr , • • *, ici 8xr est le symbole de 
Kronecker.

! ») pour tout ne  N ,  y» : S - > { 0 ,  1}« où Yn (^) =  (• ’ •> exy >* • • ) où

_ )  1 si * = /  et 3; =  min {k | (J , k) e J J
exy \

f 0 autrement

Ui) ß : {0 , l}ff —► 0 où ß (e) =  0^  où cn a été défini en (2).

Avant de déterminer la liaison qui existe entre un automate à structure 
variable et l’automate associé au réseau modulaire qui le simule, nous devons 
donner la

D éfinition. Soit ^  — [ lj , S j , 0^, { fn | n eN} , {gi | neN }] ( /  =  1 ,2)  deux 
automates à structure variable. Un homomorphisme de ^  vers j / 2 est un triple 
(0 , A , y)) où 0 : Ij —► I 2 , A =  (§0 , • • •, 8n , • • • ) est une suite d’applications 
8n : Si S2 et rj : 0X —* 02 telles que pour tout n e N, les diagrammes suivants
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sont commutatifs.

SiXl j

(S«,6)

/ 1
n

S2 X I2

Sx

S 2 SoXl

T héorème. Soient sé un automate fini à structure variable et 01 le réseau 
modulaire à structure variable qui le simule. Alors il existe un homomorphisme 
d'automates à structure variable entre sé et sé’ où sé’ est un sous-automate 
de sé®.

Démonstration. Soient séy 01 et sém tels que décrits au théorème précédent.
Soit

<£/= [ï , S , Ö , {/„ I n € N} , {gn I n e N}] où 

! =  {(1, 0  • • ) ,  ( 0 , 1 , 0  , • • -, 0) ,• • -, (0 ,• • -, 0 , 1)}  £  {0,1}*

S 0 - {( ’ ’ * > &xy > * * ' ) i 3/ » k . ßjfc 1 Ct €Xy 0 SI X ^  J OU

y  =£ k , (x , y) e J} £  {0,1}«

fn et g n  sont ês restrictions respectives de f n et gn à S x ï . -  Montrons qu’il 
existe un triple (0 , A , 75) où 0 : ï  -> I , A =  (§0 , • • •, , • • • ) est une suite
d’applications Sn : S -> S et rj : Ö —> 0 telles que pour tout « e N  les diagrammes 
suivants sont commutatifs.

- - fnS x ï  — j- - - - - - - - - - - - - - - - - - ► S S x ï On Ö

( * n ,  6) >1

S x ï - - - - - - - - - - - - -f- - - - - - - - - - - - »  S'n S x ï 0

Prenons 0 : I —>• I telle que 0 ((0, • • •, 1, • • •, 0)) — ir 8n : S —> S et rj : 0 -> 0
telles que, si e ==(••• ,  exy , • • • )

si x =  h et y = k

autrement
ou e~

K  (e) = s h et y) (e) =  0* .

Le triple (0 , A =  (80 , ••• ,  8n , • • • ) ,  ■/]) a les propriétés désirées.
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