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Fisica matematica. — Alcune considerazioni su wuna classe di
sistems del primo ordine quasi-linear: conservativi ed iperbolici di
due equaziont in due variabili indipendenti ™. Nota di Domexnico
Fusco, presentata ¢» dal Socio D. GraFFI.

SUMMARY. — In this paper we determine a class of first order quasi-linear hyperbolic
systems in conservative form involving two independent and two dependent variables which
are not deducible, in general, from a variational principle but can be reduced to a Godunov’s
symmetric form [5], [6] where the coefficient of the field spatial derivative is a constant matrix.
That enables us to extend to these systems several results obtained by G. Boillat in [8], [9]
and concerning. with shocks in quasi-linear systems of first order coming out from a varia-
tional principle. In the paper also are pointed out several physical examples where the pre-
sent theory can be applied.

I. INTRODUZIONE

Numerosi modelli matematici, atti a descrivere ’evoluzione di vari feno-
meni fisici, si presentano sotto la forma di un sistema costituito da due equa-
zioni quasi-lineari conservative del primo ordine in due variabili indipendenti
x,¢ e due variabili dipendenti w e 2 del tipo

o dyw + 3, F(w,8)=a(w,z,x,?)

22 +2,Gw,2)=06(w,z,x,t) 9, =23/ ; 3,=3fox.

Ci si puo chiedere, allora, sotto quali condizioni il sistema (3), non dedu-
cibile in generale da un principio variazionale, ¢ riconducibile ad una forma
conservativa del tipo

9:(BL[3®) + 3, Ljor) =M (O , 7, x , £)
(2

%7 —,0=0(0,r,x,7)

con L=L(0,7).
Si riconosce facilmente che la struttura dell’operatore differenziale che

figura in (2), formalmente, coincide con quella del sistema quasi-lineare con-
servativo del primo ordine dedotto dall’equazione di Eulero-Lagrange, per

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei contratti di ricerca del C.N.R., Gruppo Nazionale
per la Fisica Matematica.
(**) Nella seduta del 6 dicembre 1980.
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una lagrangiana del tipo L =L ({,, ¢,) dove ¢ = ¢ (x,#) indica un campo
scalare e ¢, = adfor, ¢, = afoxr D.

Un vantaggio notevole offerto dalla forma conservativa (2), si ha nella
possibilita di associare al sistema (2) una legge di conservazione supplementare,
(vedi [1], [2], [3], [4], [5]), che generalizza, in modo naturale, 'usuale legge
di conservazione dell’energia, conseguenza dell’equazione di Eulero-Lagrange.
Cid consente di potere ricondurre il sistema base (2) ad una particolare forma
simmeétrica del tipo di Godunov [6], analoga a quella dedotta da G. Boillat
in [7], per i sistemi quasi-lineari del primo ordine che derivano da un prin-
cipio variazionale e che, tra laltro, permette di estendere opportunamente
al caso del sistema (2), alcuni dei risultati sugli urti dedotti in [5], [8], [9].

Nel N. 2, dopo avere effettuato un’opportuna trasformazione delle varia-
bili di campo, si deducono le condizioni sotto cui il sistema (1) pud essere
ricondotto alla forma (2). Si discutono poi, nel N. 3, alcuni casi particolari di
integrabilitd delle condizioni dedotte nel N. 2, che trovano riscontro in si-
tuazioni fisicamente interessanti. Nei N, 4, 5, 6 vengono discussi vari esempi
fisici di sistemi che si presentano usualmente nella forma (1) e che possono
essere ricondotti alla forma conservativa (2). Si ha occasione, tra laltro, di
evidenziare nei singoli casi le condizioni sotto cui la densita di energia &
convessa. '

Osserviamo, infine, che, nell’ambito della problematica trattata nel pre-
sente lavoro, rientra anche il sistema quasi-lineare del primo ordine dedotto
recentemente in [10];, nello studio di alcune proprietd connesse con il modello
iperbolico per la conduzione del calore nei conduttori rigidi in quiete, proposto
in [10], da M. E. Gurtin e A.C. Pipkin.

2. CONSIDERAZIONI GENERALI

Per stabilire le condizioni sotto cui il sistema (1) é riconducibile alla
forma (2), effettuiamo la seguente trasformazione di variabili di campo

O=—G(w,:z
(3) .2

r=2z.

(1) Ricordiamo che I’equazione del secondo ordine di Eulero-Lagrange
3, (BL/3Y,) + 3 (BL/3,) = o

pud essere ricondotta al seguente sistema quasi-lineare del primo ordine conservativo nelle
variabili # = 3L/, v = {,:

9,4 +9,PLfdvy=0 ; dv—3 =0 ; @=1{.

Per una discussione generale su tale argomento rinviamo a [5], [7]-
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Ovviamente le (3) hanno senso se vale la condizione
@, _20©,n G , ~
@) J[w,z] T o(w,2) _—%#O'

Osservando che, tramite le (3), nell'ipotesi (4), ¢ w=w(0,7r),
z =7, l'equivalenza del sistema (1) con (2) comporta che sia verificata
la relazione @

(5) {L®® (wr + FG)) — 2We L@r} ax ® + {Fr L@@) — We er} op ¥ =
= L@@ (d—ZU,b) +'ZU® (L@Tb —M)
Dovendo la (5) essere soddisfatta V3, ® , 3,7 seguono le condizioni:

© ‘ (w, + Fe)/we = 2 Lo,/Loe

Fr/w® = L;“T/L@)@
e
) M = L, 6 + (a—bwy)Lee
We

Le (6) rappresentano un sistema di due equazioni differenziali de! se-
condo ordine per la funzione L (®,7). Nei casi di integrabilita pud essere
determinata la L (®,7) e quindi, tramite la (7), la M (®,7,x,7); di con-
seguenza come sistema fondamentale pud essere assunto (2) che puo scriversi
anche sotto la forma:

(®) U +2 f(U)=BU,x,9
con
@  u=|7 f(t;):‘lf'@] ) Bcg,x,t>=||1fH-

Tenendo conto della gia osservata analogia tra il sistema (8) e quello del
primo ordine dedotto dall’equazione di Eulero-Lagrange, (vedi Nota (1)),
e ricordando i risultati stabiliti in [3] e [4], ¢ immediato verificare che dal
sistema (8) discende come conseguenza la seguente legge di conservazione

supplementare:

(10) A+ ok =g(U,x,?
dove

(1)  A=0Le—L ; /k=06L, ; gU,r,H=U"B

(2) Qui e nel seguito per indicare le derivate parziali d1 una funzione /(@ ,7) rispetto
ai suoi argomenti verranno usate le notazioni:

fo=310 5 f,=0ffr.
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essendo v l'operatore di trasposizione e
(12) U =Vi=(0,—L1L,) ®
con V = (3/dU) = (3/3Le , 3[or).

La condizione di convessitd per la funzione 4 =% (U) data dalla (11),
¢ esprimibile nella forma [4], [s5]
(13) 24 =38U-3U'=38UHS >o, Vv 38U £ o0

dove 38U indica un’arbitraria variazione del campo U e H una matrice
hessiana definita da

(14) - H=VV/i=VU"

La (15) comporta, in particolare, la regolarita della matrice H e, quindi,
linvertibilitd della trasformazione di variabiii di campo (12) (vedi [11]).

Il sistema (8), scritto nelle nuove variabili di campo U’ definite dalla (12),
assume la seguente forma simmetrica:

(15) H 5 U’ +A'5,U =B,
con . . .
(16) H =H1=V'U ; AA'=V'_f=H—? ol

V' = (3/6U0") = (3/e® , — a/éL,) .

La (13), 2 meno del secondo membro coincide con la forma simmetrica
di Godunov a cui & riconducibile un’sistema quasi-lineare del primo ordine,
deducibile da un principio variazionale [7].

E opportuno mettere in rilievo che, nel caso in cui la (13) & verificata,
il sistema (15) ¢ un sistema simmetrico iperbolico nel senso di Friedrichs.
Per una vasta bibliografia sulle proprieti di tali sistemi, rinviamo ai lavori
(1], [2], 4], [5]-

Chludlamo questo numero osservando che se nel sistema (1) ¢ 6 = o,
é lecito introdurre una funzione $(x,9) in modo tale da potere definire

(17) e 0=—G, z)=q;,t , re=g=1{,

sicche 'a (1), & interpretabile come la condizione di Schwarz sulle derivate se-
conde miste della ¢. Dopo avere effettuato la trasformazione di variabili (3)
nell’ipotesi (4), la (1); si pud riguardare come un’equazione non lineare del
secondo ordine per la funzione ¢ (x, £) del tipo

(Is} N atw(“pt"“‘l}x) + aa:F(l'l’b "px> ='“<qjt! ‘l’z:xyt)'
(3) Per un’approfondita discussione sulle proprietd del campo U’ e sul 'suo ruolo fon-

damentale nella teoria dei sistemi quasi-lineari conservativi ed iperbolici del primo ordine
compatibili con una legge di conservazione supplementare rinviamo a [4].
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La funzione ¢ & conosciuta usualmente come funzione di flusso, (vedi
ad esempio [12]).

Se inoltre & @ = o, le (6) si riconducono, (nel caso di un campo sca-
lare), alle condizioni dedotte in [13], imponendo che un’opportuna classe
di equazioni del secondo ordine, quasi-lineari ed omogenee, derivi da un
principio variazionale.

3. ALCUNI CASI DI INTEGRABILITA DELLE (6)

I) Supponiamo che la trasformazione di variabili (3) conduca ad una
relazione del tipo

(19) w(®,r)=—0.

Come vedremo nei prossimi numeri, la (19) & verificata in vari esemipi
fisicamente interessanti.

Dopo la (19) le (6) si particolarizzano nelle

— Fo¢ = 2 Leo,/Loo

(20)
—F, = Lr;/I“@)e

che conducono alle. seguente condizione di compatibilita
(ZI) . O (L(E@ er _‘Li)r) = 0= Lego er _—L%W = m (1’) '

Tenendo conto delle (20) nella (21), si ha, in definitiva;
(22) | %e=—m<r>/(Fr+%F%).

L’integrazione della (22) consente di determinare, nel caso in esame, la
forma pit generale della L (@, 7).

Supponiamo ora che il sistema (8) sia completamente .eccezionale nel
senso di Lax [14], e quindi valgono le condizioni

(23) . g% = o i=1,2

dove 4% indicano gli autovettori destri della matrice A = Vf corrispondenti,
rispettivamente, all’autovalore A, Come & noto, [14], [15], se le (23) sono
verificate, un’onda di discontinuitd debole c:)mpatibile con il sistema (8) e
prapagantesi con velocita A%’ non pud mai evolvere in onda d'urto non
lineare. Nel prossimo numero si avrid occasione di mostrare un esempio
tipico di sistema completamente eccezionale.
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Si vede facilmente, [16], [17] che le (23) si traducono nelle seguenti con-
dizioni per la F (0 ,#)

I e
d F.—|—-—F)=o d0 = 3/00.
(24> ®(r 4 e C} /
F,Fee + F,, =0

In tal caso, tenendo conto della (24), nella (22), si ottiene che la L (0 ,7)
deve essere della forma:

(25) L(@,r):-lg—r)—G)z-l—m(r)@—}—n(;’)

con /(7y,m(r),n(r) funzioni da determinarsi in modo tale che le (20) siano
soddisfatte. A tale scopo ricordiamo che la soluzione del sistema (24), trovata
da G. Boillat in [16], & data da

— @+ bO+o
r+ 5

(26) F(O,)=—

con b, &, 7 costanti arbitrarie di integrazione. Imponendo che le (20) siano
identicamente soddisfatte dalla (25), dopo aver tenuto conto della (26), si
ottiene la seguente determinazione per la L (0 ,#)

o
(27 L(®:7’)=—2(r__|_§—>"

AP LB+ 5O +y(r+52—b0 + 3 +5) + u}
con «,B,y,d costanti arbitrarie di integrazione e p = §¢ — 7.

Osserviamo infine, che, se nella (1), € 4 = 0, hanno senso le (17) e, per-
tanto, dopo la (19) la (18) si specializza nella seguente equazione del secondo
ordine non lineare in forma canonica per la funzione di flusso ¢ (x, £):

(28> atl q) J‘—axF (“l)t ) q)m) =—a ("l)! ) % y X, t) s att = 32/9# ’ F——-‘ —F

E immediato verificare che la (27) fornisce la pill generale lagrangiana
associata alla (28), con @ = 0, nel caso in cui essa risulta completamente
eccezionale @.

IT) Supponiamo che w, = Fg¢. In tal caso, evidentemente, le (6) sono
soddisfatte con L (®,7) determinata da ’
(29) Lo=+Fkw ; L,=FkF © (£ = cost.)
e la (7) si particolarizza nella M = £a.

Un esempio fisico che rientra nel caso II) verrd trattato nel N. 6.

(4) Su questo stesso argomento vedi [17].
(5) Cfr., per il caso unidimensionale, con i risultati dedotti da A. Donato in [18].
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4. FLUIDI ISENTROPICI

I1 sistema delle equazioni, in forma conservativa, che governano il moto
unidimensionale di un fluido isentropico si presenta, usualmente, sotto la
forma (1) con N

(30) w=pu ; F=pel+p ; 2=p ; G=opu
31) a=5b=o0.

Nelle (30) p, # denotano, rlspettwamente, la densitd di massa e 1a velo-
citdh del fluido, mentre p = p (p) rappresenta la pressione.

Dopo le (30), la trasformazione di variabili (3) si particolarizza nella

(32) . Tee=0 J[Q”]=—I.

p=7 o E

Tenendo conto delle (30) e (32), si vede immediatamente che al sistema
in esame si pud applicare il procedimento visto nel caso I) del numero pre-
cedente. Osservando che, dopo le (32), la (30), assume la forma:

(33) F(O,7) =@ +50),
il sistema delle (20) si particolarizza nelle

— Ofr = L,o/Loo

Go - |
S —p () + @2/7’2 L, /Leo _ . " = d/dr.
Tenendo presente che nel caso in esame & sempre -soddisfatta la (24),
dalla (33), quale che sia il legame costitutivo p = p (r), dalla (22) si deduce che
la- forma pil generale della funzione L (®,7) ¢ ancora fornita dalla (25).
Imponendo che le'(34) siano identicamente soddisfatte dopo. avere sostituito
Pespressione di L (@ , #) data dalla (23), si ottiene: ‘

Lo = = cost %"=——'L'p' '
r N r £

.v 7 0
(35) =
- Integrando le (33), la (235) si particolarizza nella
(36) L (©,7)=br(@%2/,2—¢) +m® + ir +d

dove ¢ =J§ dp rappresenta l'energia interna e b,m,d sono arbitrarie

costanti- di integrazione. Nel seguito riterremo b=1,m=fA=d=
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In base alla teoria esposta nel N. 2 il sistema in esame puo quindi essere
ricondotto alla forma conservativa (8), dove le (9) si-specializzano nelle

— G+ 22) \
P

, B=o

(37) I_J=”_P” ,_f@=“

essendo 7 = ¢ + pfp l'entalpia del fluido.
Poiche dopo le (36) e (37), le (11) e (12) si particolarizzano nelle

(8  h=e=eltwl) 3 m=uG+p i g=o
(39) U = (—u, i+ u2f2),

la (10), nel caso in esame, si specializza nell'usuale legge di ‘conservazione
dell’energia per un fluido isentropico. Essendo inoltre, per la (39)

— U

G
Al s =dpldp >0

, e
(40) . H=VU = “_%

si- ha che la condizione di convessita (13) per la densita di energia (38),
assume la forma '

(41) p (Su)? -+ 2 u (du) (3p) + —? (3p)*>o0, : V33U # 0;

E facile constatare che la (41) & certamente verificata se il moto del fluido
& subsonico, ciot¢ |«| <'¢. Dopo le (37), (39), (40) & immediato scrivere per
il sistema in esame la forma simmetrica di Godunov (i5).

Vogliamo ora considerare il caso in cui il sistema dei fluidi isentropici,
esaminato in questo numero, risulta completamente eccezionale [14]‘ "Come ¢
noto, in reglme subsonico & possibile assumere il seguente legame costitutivo,
dovuto a Von—Karman [10], tra press1one e densita’

(42) ‘ p=— ry + 4 (&, & costanti).

Ricordiamo che la (42) ¢ l'unica relazione costitutiva del tipo p= p.(p).
che rende il sistema dei fluidi completamente eccezionale, [20]. »

Nel caso del moto unidimensionale che rientra nella nostra trattazione,y
dopo avere tenuto conto della (42) nell’espressione (33) di F (®,7), si vede
facilmente che le (24) sono identicamente soddisfatte ed 1noltre la (36) si spe-
cializza nella:

2 by — 2 i\
) Lo,y O t2ir—d :_9_(%2_[%21).

27 2\ P

E immediato verificare che la (43) rientra nella classe delle (25), per
opportuna scelta delle costanti arbitrarie di integrazione.
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Concludiamo questo numero osservando che nel caso del sistema dei
fluidi isentropici scritto sotto la forma conservativa (8), sono applicabili tutti
i risultati sugli urti, dedotti da G. Boillat in [5], [7], [9].

5. ONDE D’ACQUA IN UN CANALE DI PROFONDITA ARBITRARIA E LARGHEZZA
VARTABILE

In questo numero vogliamo considerare un tipico sistema genuinamente
non lineare, [14], dedotto recentemente in [21] da A. Jeffrey e J. Mvungi
nello studio della propagazione unidimensionale delle onde d’acqua in un
canale di profondita arbitraria e larghezza variabile, a pareti verticali. Scelto
nel modo usuale un riferimento con I'asse delle x appartenente alla superficie
orizzontale individuata dal pelo libero dell’acqua all’equilibrio e I'asse verti-
cale delle y orientato verso I'alto, ’equazione del fondo del canale pud scriversi:
y+h (x) = 0. Se 7 (x,¢) e u rappresentano, rispettivamente, lo spostamento
verticale dalla superficie di equilibrio dell’acqua e la componente della velocita
secondo I'asse delle x orientato nel senso del moto, nell'ipotesi di potere rite-
nere trascurabile il moto trasversale delle particelle d’acqua, si ottengono,
(vedi [21]), le seguenti equazioni per la propagazione unidimensionale in un
canale di profonditd arbitraria e larghezza variabile:

t + udyu + g =0
(44)

. .~ W
qm F et +A); uln+ i)

W,

Nelle (44) g indica l'accelerazione di gravita W = W (x) la larghezza
del canale e W, = dW/dx.

Tenendo presente che il sistema delle (44) differisce dal classico sistema
di equazioni che governa il moto delle onde in acqua « bassa», (vedi [22]),
solo per la presenza nella (44), del contributo dovuto alla variazione in lar-
ghezza del canale, si po sono opportunamente estendere, al caso in esame,
le considerazioni svolte da J. J. Stoker in [22]. In particolare, introducendo
la quantita

(45) =g (n+h

che assume un ruolo analogo a quello della velocita del suono in gas-
dinamica, si vede facilmente che le (44) possono scriversi sotto la forma
conservativa (1) con

(46) w=cu ; F=ca2+c2 ; 2= ; G=~u
(47) a=c2ﬂz%czu2W1/W i b= —cuW, W,

~ ~

H=gi ; H,=dH/dx.
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E immediato verificare che, una volta fatta 'identificazione
(48) p=c ;5 p=¢2=27Y2

le (46) coincidono, essenzialmente, con le (30) viste nel numero precedente.

_ L’analogia formale stabilita mediante le (48) tra il sistema delle onde
d’acqua in un canale e quello della fluidodinamica isentropica, consente di
potere opportunamente adattare al caso in esame alcuni dei risultati del N. 4.
In particolare si ottiene la seguente determinazione per la funzione L (© ,#):

(49) L=—r—(—®2—~—r) =—f:—(u2——52).

Dopo la (49), tenendo presenti le (46) e (47) nella (%), si vede facilmente
che il sistema in esame ¢ riconducibile alla forma conservativa (8) con

— U
52

—(f2 + &)

Au

)

(50) U= I

U= H

B0 =] ]

e la legge di conservazione supplementare (10) si particolarizza nella:

(51)  ae + 8 {w(wf2 + A} =U'-B = @ull,— (2 + &) W,/W

dove
(52> ﬁ:g—_—%z(uz_‘_[z)
(53) U =(—u; &+ u2[2) .

L’equazii)ne di bilancio (51), a meno del secondo membro, coincide
essenzialmente con la legge di conservazione dell’energia dedotta in [23] per
il sistema delle equazioni che governano la propagazione delle onde in acqua
bassa. Con considerazioni analoghe a quelle fatte nel numero precedente, si
constata facilmente che la densita di energia € data dalla (52) ¢ convessa, se
il moto dell’acqua si svolge in regime ¢subcritico», (corrispondente al caso
subsonico dei fluidi, [22]).

Tenendo conto delle (50), (52), (53), si trova che la forma simmetrica di
Godunov (15), nel caso in esame si specializza nella

(54) H'3U' + A5, U =B, x) =B(x)U'+D()
dove

, 1 1w A o ol .. |—H.
(55) H'=—F——51, 2| 3 B(x>_HWx/W ol 1_3(@—“ o |
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Ci sembra interessante osservare che nel sistema (54) la non linearit
¢ dovuta solo al coefficiente H' (U") di 3;U’, essendo il secondo membro
una funzione lineare di U’ ®, .

6. DIELETTRICI NON LINEARI

Le equazioni di Maxwell, nel caso di onde elettromagnetiche polarizzate
nel piano 22x3 e propagantesi lungo la direzione dell’asse x! = x, possono
scriversi sotto la forma (1) con

(56) w=B ; F=E ; 2=D
(57) a=6b=o0.

Nelle (56) B, H rappresentano, rispettivamente, le componenti secondo
I'asse x3 dell'induzione magnetica e del campo magnetico, mentre D , E deno-
tano, rispettivamente le componenti secondo I'asse #? dell'induzione elettrica
e del campo elettrico. Si ritengono validi inoltre i seguenti legami costitutivi

(58) B=BH) , D=D(E)
nell’ipotesi, (vedi [24]):
(39) dB/dH >0 ; dD/dE >o.

Effettuando la trasformazione di variabili (3), tenendo conto delle (56),
si constata immediatamente che w, = Fg¢ = 0 ¢:quindi, per il caso in esame,
valgono le considerazioni fatte nel caso II) del N. 3. In particolare linte-
grazione delle (29) conduce alla seguente determinazione per la funzione

L(@J,r):

(60) L_(@,r)=/é{fwd®+f1?-dr} + O + 5+ @
con £, ,§,#i costanti arbitrarie di integrazione. Con la scelta 2= —1,
n = § = fi = 0, la (60) si specializza nella '

(6;) L(H,E):deH—fEdD.

Dopo la (61) si puo scrivere la forma conservativa (8) per il caso in
esame con '

A N

© (6) Cfr. con i risultati ottenuti in [7] nel caso di una lagrangiana L = (¢, ¢3).
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Tenendo conto delle (61) e (62), la legge di conservazione supplemen-
tare (10) si specializza nella usuale legge di conservazione dell’energia per le
equazioni di Maxwell

(63) . %6+ aEH) =o
con
64) hzé’szdB—{—fEdD
edi inoltre le (12) e (14) assumono la forma
(65) U’'=(—H,E)

" . |ldH/dB o
(66) VVi = H o dE/dD “ .

Dopo le (62), e (66), & immediato verificare che la condizione di conves-
sita (13) per la densitd di energia (64) si specializza nella

dH dE
(67) S (OB + g5~ BD)*> o V, 30 #o0

che, nell’ipotesi (59), ¢ certamente verificata.

Osserviamo che, indicando con z il voltagglo L = cost. induttanza,
C =C (v) la capacita, ¢ la corrente elettrica, dal sistema in esame si possono
ottenere le equazioni per la propagazione delle onde elettromagnetiche in
linee di trasmissione non lineari, sostituendo formalmente (vedi [25]), B con

il prodotto Lé, H con 7, D con la carica elettrica ¢ = q(v) fC (v) do, ed

E con v. Sicché tutti i risultati ottenuti in questo numero per i dielettrici non’
lineari, restano validi, in particolare, per le linee di trasmissione non lineari.

Concludidmo osservando che il procedimento illustrato in questo lavoro
e di cui si ¢ mostrata un’applicazione a tre esempi tipici, puo facilmente essere
applicato ad una vasta classe di sistemi fisicamente intéressanti, (vedi ad
esempio 1 casi riportati in [12] e [23]), che si present_anqlsotto la. forma (1).
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